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Sylabus kurzu

@ Uloha celociselného programovéani
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Uloha celoc¢iselného programovani

Obecné tloha linedrniho programovani (LP):

zrp = max{c’z : Az < b,z € R7}. (1)
Uloha celo¢iselného programovani (IP):

zip = max{c’z : Az < b,z € Z%}. (2)

ZLp > 2Ip nebot Zn CR”
P={z: Aa:<b:1;€|R}S {z: Az <bxzcZ}},SCP

Uloha smiSené-celo¢iselného programovéni (MIP):
lep:max{cT:r:+hTy:A:c+Gy§b,:nE[R ,yezZhl.  (3)
Uloha bivalentniho programovani (BIP):
zpip = max{c’z : Az < b,z € B"},B = {0,1}. (4)
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Sylabus kurzu

© Modelovani zakladnich tloh IP a MIP
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

1. Uloha vyrobniho planovani
Proménné: z; je pocet kusi ¢-tého typu produktu
Omezujici podminky: z1, s, ..., T, - celé

2. Rezn4 tloha
Proménné: z; je pocet kusti pivodniho materidlu rozdéleného
podle 2-tého fezného schématu
Omezujici podminky: z1, s, ..., 2z, - celé
Ucelova funkce:
@ minimalizace poc¢tu roziezanych kusti plivodniho materidlu
@ minimalizace odpadu
@ maximalizace poctu vyrobkd sestavenych z nafezanych dild
(maximalizace zisku)
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

3. (0-1) Uloha batohu

Formulace: Je dan rozpocet b pro investice do n uvazovanych
projektti, kde a; je hodnota nékladfi na projekt j a c; je jeho
oCekdvany vynos. Cilem je vybrat takovy soubor projektd, ktery
maximalizuje celkovy ocekdvany vynos a nepfekroéi dany rozpocet.

Proménné:
1 je-li projekt 7 vybran
T; = { 0 (5)
jinak
. n
Model max Z C;T; (6)
j=1
n
>_a;2; <b (7)
j=1
z; €{0,1} proj=12,...,n (8)
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

4. Uloha perfektniho parovani

Formulace: Na §kolnim vyleté ma byt n (sudé ¢islo) studentt
rozfazeno do dvoultizkovych pokojt. Pro potencialni spolubydlici
1 a j je dan index spokojenosti ¢;;. Cilem je umistit studenty do
pokojt tak, abychom maximalizovali celkovou spokojenost t¥idy.
Proménné:

i<y (9)

1 jestlize studenti z a j jsou spolubydlici
P
“ 10 jinak

Model: n-l n
maxz Z CijTs; (10)
=1 j=1+1
iji+z.'z;ij:1 pro:=1,2,...,n (11)

3<s >
i=1,2,...n-1
25 €401} pro s e
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

5. Zobecnény prifazovaci problém

Formulace: Uvazujme m Cerpacich stanic odebirajicich naftu

z n terminald. Kazda stanice : mize odebirat naftu pouze

z jednoho termindlu, jeji pozadavek je a,;. Kapacita terminélu j je
b;. Pokud stanice ¢ odebira naftu z terminalu j, jsou tctovany fixni
naklady c;;. Cilem je minimalizovat celkové néklady.

Proménné:

1 jestlize stanice ¢ odebird naftu z termindlu 7
Tij = (13)

0 jinak
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

5. Zobecnény prifazovaci problém

Model: o
min Z Z CijT4; (14)
i=1j5=1
n
Za:ijzl pro:=1,2,...,m (15)
i=1
m
Zaia:ijgbj proj=1,2,...,n (16)
=1
1=12,...,m
z;; € {0,1} pmj:12...n (17)
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

6. Linearni prirazovaci problém

Formulace: K dispozici mame n pracovnikl schopnych provést n
tkoll. Kazdy pracovnik mé vykonavat praveé jeden tkol. Realizace
Jj-tého tkolu ¢-tym pracovnikem je ohodnocena néklady c;;. Cilem
je rozdélit mezi pracovniky vSechny tkoly s minimé&lni vysi
celkovych nakladd.

Variables:

1 jestlize pracovnik 7 vykonava kol j
Tij = (18)

0 jinak
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

6. Linearni prirazovaci problém

Model:
n n
minz Z CijT4; (19)
i=1j5=1
n
Zmijzl pro:i=1,2,...,n (20)
1=1
n
Za:ijzl proj=12,...,n (21)
1=1
o5 € {01} pro i (22)
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

7. Uzkoprofilovy piifazovaci problém

Formulace: Je dano n tkolt a n paralelnich stroji k jejich realizaci.
Koeficient c;; pfedstavuje dobu nutnou pro dokonceni tukolu

1 strojem 5. Cilem je minimalizovat dobu, za kterou budou tkoly
dokonéeny (vSechny stroje za¢nou na tkolech pracovat soucasné).

Proménné:
1 jestlize 1kol 7 je pfifazen na stroj 7
zy =4 o S Y
J
0 jinak
T = ¢as dokonceni posledniho tikolu (24)
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

7. Uzkoprofilovy piifazovaci problém

Model:
min T (25)
1=1,2,...,n
cijzy; <T proj:172,”.,n (26)
n
Zmijzl pro:i=1,2,...,n (27)
i=1
n
Za:ijzl proj=12,...,n (28)
i=1
1=12,...,n
z;; € {0,1} pro i=12 (29)
Jan Fabry
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

8. Kvadraticky pfifazovaci problém

Formulace: MnoZina n zafizeni ma byt umisténa na n pracovist
(na kazdém pracovisti bude pravé jedno zafizeni). Koeficient c;;
pfedstavuje hodnotu toku produktd od zafizeni 2 k zarizeni j a dg;
je vzdalenost mezi pracovisti k a [. Cilem je rozmistit zafizeni na
pracovisté s minimalnimi naklady.

Variables:

1 je-li zafizeni 7 umisténo na pracovisté k
Tk = (30)

0 jinak
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

8. Kvadraticky pfifazovaci problém

Model:

n n n n

min Z Z Z Z Ci; AR Tik T4 (31)
1=1j5=1k=11=1

n

Zmikzl pro:i=1,2,...,n (32)

k=1

n

inkzl prok=1,2,...,n (33)

1=1

1=12,...,n

z €401} pro 4o Ty

Jan Fabry Diskrétni modely 16 / 138



Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

8. Kvadraticky pfifazovaci problém
Linearizace ucelové funkce:

1 jestliZe zafizeni ¢ je umisténo na pracovisté k
Yijkl = a zafizeni 7 je umisténo na pracovisté ! (35)
0 jinak

n n n n

min Y 3" Y > ciiduyiju (36)

1i=1j=1k=11=1

yijkl2$ik+zjl_1 pr0i1j7k)l:1)21"'1n (37)
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

8. Kvadraticky pfifazovaci problém
Aplikace:

@ Letovaci problém
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

9. Pokryti, déleni a rozklad mnoziny

Formulace: Necht M ={1,2,...,m} je kone¢nd mnozina tkold a
N ={1,2,...,n} kone¢na mnozina firem zajistujicich tyto ukoly.
Je ddna matice A s hodnotami a;; = 1, jestlize firma j je schopna
fesit ukol 7, a;; = 0 jinak. JestliZe j-t4 firma bude vybrana, bude si
uctovat néklady c¢;. Cilem je pokryt vSechny tkoly s minimélnimi
celkovymi néklady.

Necht M; C M je mnozina tkold, které je firma j € N schopna
Tesit.
Rikame, #e
@ F C N je pokrytim M, jestlize UjepM; = M
@ F C N je délenim M, jestlize M; N My = @ pro viechna
5, keFj#k
@ F C N je rozkladem M, jestlize F' je pokrytim a délenim M
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

9. Pokryti, déleni a rozklad mnoziny
Proménné:

1 jestlize firma j je vybréana, tj. § € F
T = g (38)
0 jinak
Model: i
min ) ¢;; (39)
=1

n
(pokryti) Zaij:z:j >1 proi=1,2,...,m
J;l
(déleni) Zaijmj <1 proi=12,...,m (40)
J;l
(rozklad) Zaij-'ﬂj =1 prot1=12...,m
j=1

z; € {0,1} proj=1,2,...,n (41)
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

9. Pokryti, déleni a rozklad mnoziny
Aplikace:
@ Necht N ={1,2,...,n} je mnozina potencialnich lokalit pro
umisténi hasi¢skych stanic. Naklady na umisténi stanice
v lokalité j jsou ¢;. Necht M = {1,2,...,m} je mnozina
oblasti, které maji byt zajistény. MnoZina M; obsahuje oblasti,
které je moZné zajistit z lokality j (napf. jsou dosazitelné ze
stanice v ramci 10 minut).
@ Prirazeni posadek letim.

@ RozvrZeni pracovnikfi na smeény.
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

10. Uloha optimalniho rozmisténi zafizeni

Formulace: Je dana mnozina M = {1,2,...,m} lokalit pro umisténi
zafizeni a mnozina zédkazniki N = {1,2,...,n}. Necht a; je
kapacita zafizeni v lokalit€ 7 a b; je velikost poptavky j-tého
zdkaznika. Za vyuziti lokality ¢ se uctuji fixni ndklady f;. Pfeprava
jedné jednotky z lokality 7 k zakaznikovi j stoji c;;. Cilem je
rozhodnout, kam umistit zafizeni a jaké mnozstvi pfepravit mezi
jednotlivymi lokalitami a zédkazniky tak, aby celkové néklady byly

minimalni.
Proménné:
1 jestliZe zafizeni bude umisténo v lokalité 2
T; = .. (42)
0 jinak
¥;; = mnozstvi piepravené z lokality ¢+ k zédkaznikovi j (43)
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

10. Uloha optimalniho rozmisténi zafizeni

Model:
min Z Z CijYij + Z fiz: (44)
1=135=1
n
Zyijéaizi prot=12,...,m (45)
Jj=1
m
Zyij:bj proj=1,2,...,n (46)
=1
6{0,1} pro’[,:]_,z,,m (47)
1=12,...,m
v €Ry pro o Ty (48)
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

11. Uloha vyrobniho planovéani s fixnimi naklady

Formulace: Lze vyrabét n produktt na n vyrobnich linkach (kazdy
produkt na jedné VL). Pokud je VL ¢ vyuzita (tj. vyrabi se
produkt %), Gctuji se fixni ndklady f;. Jednotkovy zisk z produktu ¢
je ¢;. Jsou definované standardni (kapacitni) omezujici podminky
ulohy vyrobniho pldnovani. Cilem je maximalizovat celkovy zisk

z produkce snizeny o fixni naklady.

Proménné:
1 jestliz dukt 2 abi VL 2
zi — { J”es ize se produkt ¢ vyrabi (na 1) (49)
0 jinak
y; = objem vyroby produktu 2 (50)
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

11. Uloha vyrobniho planovéani s fixnimi naklady

Model:
n n

max » ciyi — y  fis (51)

n
(kapacitni omezeni) Zaliyi <b prol=12,...,m (52)

1=1
yi < Mz, proi=12,...,n (53)
z; € {0,1} proi=1,2,...,n (54)
3, €Ry proi=1,2,...,n (55)

M = vysoké konstanta
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

12. Kontejnerovy dopravni problém

Formulace: Homogenni zbozi je pfepravovano piimo od

m dodavateld k n odbératelim. Necht a; je kapacita dodavatele 7 a
b; je pozadavek odbératele j. Pro pfepravu jsou pouZity kontejnery
o kapacité K; za prepravu jednoho kontejneru mezi dodavatelem 2
a odbératelem j se uctuji néklady c;;. Cilem je uspokojit
pozadavky vSech odbératelt s minimalnimi pfepravnimi naklady.

Proménné:
Yi; = objem prepravy od dodavatele ¢ (56)
k odbérateli 7
z;; = pocet kontejnerfi pouZitych pro prepravu (57)

zbozi od dodavatele 7 k odbérateli j
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

12. Kontejnerovy dopravni problém

Model:

Jan Fabry

m n
min Z Z Cij T4

i=1j=1

n
Zyijgai prot=1,2,...

i=1

m
Zyij:bj proj =1,2,...
i=1

i=1,2,...
Yij < Ky PIO - _ g

i=1,2,...
Y €Ry pro sy

i=1,2,...
Zij €L+ PO L _ 4o

Diskrétni modely
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s 3

)

33 33

(60)
(61)
(62)

(63)
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

13. Rozsifena tloha batohu
Formulace 1: Je ddna mnozina n pfedméti, které mohou byt

umistény do m kontejnerd. Je dana hmotnost predmétu 7, kterou
oznac¢ime w; a jeho hodnota c;. Kontejner + mé& nosnost K;. Cilem
je maximalizovat celkovou hodnotu vSech vybranych polozek.

Proménné:

1 jestlize pfedmét j je umistén do kontejneru 3
Tij = . (64)
0 jinak

Jan Fabry Diskrétni modely 28 / 138



Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

13. Rozsirend tloha batohu

. m n
Model: max Z Z CiTqy (65)
i=1j=1
m
Y zij<1 proj=1,2,...,n (66)
i=1
n
ijwijSKi prot=1,2,...,m (67)
j=1
z;; € {0,1} pro ;; 11’,22’, " ”7;; (68)
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

13. Rozsifena tloha batohu

Formulace 2: Je ddna mnozina n typt pfedmétd, které maji byt
prevezeny s vyuzitim m kontejnerd s identickou nosnosti K. Pro
typ pfedmétu 7 je dana jeho hmotnost w; a pocet r;, ktery méa byt
pfevezen. Cilem je minimalizovat pocet pouzitych kontejnert

k prepravé vSech predméti.

Promeénné:
1 je-li kontejner 7 pouzity
- { Jerl kontejner ¢ poutity (69)
0 jinak
yi; = pocet poloZek typu j (70)

umisténych v kontejneru 1
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Modelovani zakladnich uloh IP a MIP

13. Rozsirend tloha batohu

Model:
m
min Zzi (71)
=1
m
Zyij:rj proj=1,2,...,n (72)
i=1
n
ijyinga:i proz=1,2,...,m (73)
7=1
z; €{0,1} proz=1,2,...,m (74)
Yij € L4 pro ; _12. :': (75)
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Sylabus kurzu

e Ulohy na grafech
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na grafech

Uvod to teorie grafii

Graf je mnozina G = {V, E}, kde V' je mnozina uzld (vrchold) a £

mnozina hran.

Neorientovanéa hrana je mnozina dvou uzlt {z,7}.
Orientovand hrana je uspofddana dvojice uzld (1, 7).

V neorientovaném grafu jsou vSechny hrany neorientované.
V orientovaném grafu (digrafu) jsou vSechny hrany orientované.
SmiSeny graf obsahuje neorientované i orientované hrany.
Dva uzly spojené hranou se nazyvaji sousedni.

Dvé hrany se spole¢nym uzlem se nazyvaji sousedni.

Hrana a vrchol obsazeny v této hrané se nazyvaji incidentni.
Stupeni uzlu (v neorientovaném grafu) je pocet hran s nim
incidentnich.

Vstupni polostupen uzlu (v orientovaném grafu) je pocet
incidentnich hran, v nichZ je tento uzel koncovym uzlem.
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Ulohy na grafech

Uvod to teorie grafii

Vystupni polostupen uzlu (v orientovaném grafu) je pocet
incidentnich hran, v nichz je tento uzel pocatecnim uzlem.

Sled z uzlu ¢ do uzlu 5 je posloupnost uzld a hran, kterad zacina
v uzlu ¢ a konéi v uzlu j (uzly a hrany se mohou opakovat).

Tah je sled, v némz se neopakuji zadné hrany.

Cesta je tah, v ném?Z se neopakuji zddné uzly.

Cyklus je uzavieny sled (zacina a konci ve stejném uzlu).

V orientované cesté (v orientovaném grafu) je respektovana
orientace vSech hran.

V neorientované cesté (v orientovaném grafu) nemusi byt orientace
hran respektovana.

Neorientovany graf je souvisly, jestlize mezi kazdymi dvéma uzly
existuje cesta.

Orientovany graf je souvisly, jestlize mezi kazdymi dvéma uzly
existuje orientovana nebo neorientovana cesta.
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Ulohy na grafech

Uvod to teorie grafii

Orientovany graf je silné souvisly, jestlize mezi kazdymi dvéma
uzly existuje orientovana cesta.

Neorientovany graf je iplny, jestlize mezi kazdymi dvéma uzly
existuje hrana.

Strom je souvisly neorientovany graf, v némz neexistuje cyklus.
Podgraf grafu G ={V,E} jegraf G' ={V',E'}, kde V' CV

aFE CE.

Kostra grafu G je podgraf G', kde V' =V, a ktery je stromem.
V ohodnoceném grafu jsou uzlim a/nebo hrandm pfifazena Cisla.
Hamiltontiv cyklus v grafu je cyklus, ktery obsahuje kazdy uzel
grafu pravé jednou.

Eulertiv cyklus v grafu obsahuje kazdou jeho hranu pravé jednou.
Eulertiv tah v grafu je tah, ktery obsahuje kazdou jeho hranu.
Eulerovsky graf je graf, v ném#z existuje Eulertv cyklus.
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Sylabus kurzu

e Ulohy na grafech
@ Tokové tlohy
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Tokové dlohy

1. Uloha hled4ni maximalniho toku

Formulace: Necht G = {V, E} je digraf, v némz je pro kazdou hranu
(2,7) definovana jeji kapacita k;;. Cilem je nalézt maximalni
hodnotu toku mezi zdrojem s a mistem urceni (stokem) d.
Proménné:

z;; = hodnota toku z uzlu ¢ do uzlu j (76)

F = hodnota celkového toku (77)

Model: max F (78)
F pro:=s:s

inj—Zmﬁ: 0 pro: € V' \ {s,d} (79)
(em (Gaes  \-F proi=d

z;; < ki pro (3,5) € E (80)

z;; € Ry pro(s,7) € E (81)

FeRy (82)
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Tokové dlohy

1. Uloha hledani maximalniho toku
Alternativni model: Pridame fiktivni orientovanou hranu ze stoku
d do zdroje s, kterd ma kapacitu k4s = M (vysoka konstanta).

Promeénné:

z;; = hodnota toku z uzlu 4 do uzlu j (83)
Model:
max Tgs (84)
Z:n” > zi=0 proi€V (85)
Jjev
(%,J)EE (7,1)eB

zij < ki pro(i,j) € E (86)
z;; € Ry pro(¢,7) €E (87)
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Tokové dlohy

2. Uloha hledani toku s minimalnimi néklady

Formulace: Necht G = {V, B} je digraf, v némz pro kazdou hranu
(2,7) je definovéna jeji kapacita k;; a jednotkové naklady c;;. Cilem
je splnit poZadovanou hodnotu celkového toku Fy (ze zdroje s do
stoku d) s minimalnimi celkovymi néklady.

Proménné: z;; = hodnota toku z uzlu ¢ do uzlu j (88)
Model: min Z Z CijTsj (89)
eV jev
(1)EE

Fy pro:i=3s

Z.’Bij—zm_ji: 0 proz € V\{s,d} (90)

€V v .
(i’JJ')GE (jfz‘)eg —Fy proi=d

Zij < kij pro (1,7) € B (91)

zij € Ry pro(inj) € & (92)
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Tokové dlohy

3. Uloha hledani maximalniho toku s limitovanymi naklady
Formulace: Necht G = {V, B} je digraf, v némz pro kazdou hranu
(2,7) je definovéna jeji kapacita k;; a jednotkové naklady c;;. Cilem
je nalézt maximalni hodnotu toku mezi zdrojem s a mistem urceni
(stokem) d pfi respektovani omezenych celkovych nakladd Cp.

Proménné: ] .
z;; = hodnota toku z uzlu ¢ do uzlu j (93)
F = hodnota celkového toku (94)
Model:
max F (95)
Z Z ci;zi; < Co (96)
i€V eV
(vj)EE

a omezujici podminky (79) - (82)
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Tokové dlohy

4. Uloha hledani toku s minimalnimi fixnimi naklady

Formulace: Necht G = {V, E} je digraf, v némz je pro kazdou hranu
(2,7) definovéna jeji kapacita k;;. Za vyuziti hrany (%, ) je uctovana
Castka c;;. Cilem je splnit poZzadovanou hodnotu celkového toku Fy
(ze zdroje s do stoku d) s minimélnimi celkovymi fixnimi néklady.

Proménné:

z;; = hodnota toku z uzlu ¢ do uzlu j (97)

1 je-li hrana (3, 7) vyuzita
Yiy = { (98)

0 jinak
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Tokové dlohy

4. Uloha hledani toku s minimalnimi fixnimi naklady

Model:
min Z Z CijYij (99)
iEV eV

(¢,7)EE

Ey pro:i==3:s

Zmij — iji =40 proz € V' \{s,d} (100)

13% v .
(9EE  (DEB —Fy proi=d

z;; < kijys;; pro (¢,7) € E (101)

yi; € {0,1} pro (4,5) € E (102)
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Tokové dlohy

5. Pfepravni tloha (Transshipment Problem)

Formulace: Necht G = {V, E} je digraf se tfemi mnoZzinami uzla:
mnozina zdroji Vs, mnozina cilovych uzld V4 a mnozina
pribéznych uzld V;. Necht a; > 0 je velikost nabidky homogenniho
produktu ve zdroji ¢ € V; a a; < 0 je velikost poptavky po
produktu v cilovém uzlu 2 € V. Pro pribézny uzel i € V; plati

a; = 0. Pro kazdou hranu (%, 7) je definovéana jeji kapacita k;; a
jednotkové néklady c;;. Poptavka ve vSech cilovych uzlech musi byt
uspokojena, aniz by doslo v nékterém zdroji k prekroceni jeho
nabidky. Cilem je minimalizovat celkové néklady. Predpokladejme,
ze velikost celkové poptavky je rovna velikosti celkové nabidky.
Predpoklady:

V=V,UVUV; a V.NViNV; =@ (103)
Y ai+ ) a;=0 (104)
1€Vs 1€Vy
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Tokové dlohy

5. Pfepravni tloha (Transshipment Problem)

Proménné:
z;; = hodnota toku z uzlu 4 do uzlu j (105)
Model:
min Z Z Ci;Tij (106)
i€V jev
(1.7)€E
Zmz'j - Z:Bji =a; proi€eV (107)
Jjev jev
(:,7)EE  (j,i)EE
zij < ki pro(,j) € B (108)
zij € Ry pro (1,5) € B (109)
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Tokové dlohy

6. Minimd&lni kostra grafu

Formulace: Necht G = {V, E} je neorientovany graf, v ném# jsou
pro kazdou hranu {%, j} definovany naklady c;;. Cilem je najit
kostru grafu G s minimalnimi celkovymi néklady odpovidajicimi
souctu nédkladd vybranych hran.

Uprava grafu: Mno%ina neorientovanych hran E je pfevedena na
mnozinu orientovanych hran A takto:

Kazda hrana {%,7} € E je nahrazena dvojici orientovanych hran
(2,7) € Aa (5,1 € 4, Cj; = Cij-

P énné:
romenne 1 je-li hrana (z,7) vybrana
zij = ) (110)
0 jinak
¥i; = hodnota toku z uzlu ¢ do uzlu j (111)
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Tokové dlohy

6. Minimd&lni kostra grafu

Model:
min Z Z CijZs5 (112)
eV jev
(i,7)€A
> ;=0 (113)
JEV
(1,7)€A
Y zij=1 proieV\{1} (114)
JEV
(z,7)EA
w5 —> yi=1 proieV\{1} (115)
JEV JEV
(i,7)€eA  (4,i)eA
0 <w;; <(V|-1)zy; pro (¢,5) € A (116)
25 €{0,1} pro (i,j) € A (117)
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Tokové dlohy

7. Minimé&lni Steinerdiv strom

Formulace: Necht G = {V, E} je digraf, s € V je zdroj signélu
(vysila¢), D C V je mnoZina uzivatelt (pfijimacd, cilovych mist) a
T C V je mnozina pomocnych stanic (astfeden), pfes které mize
byt signal prfenasen. UZivatelé mohou byt pfipojeni na vysila¢ bud
piimo nebo pres Ustfedny. Hodnota ¢;; pfedstavuje naklady na
spojeni (¢,7) € E. Za pouziti tstfedny ¢ € T je uétovana fixni
castka f;. Cilem je spojit vSechny uzivatele s vysilacem

s minimalnimi celkovymi naklady.

Proménné: o _
1 je-li uzel ¢ zafazen do stromu
Zi = . (118)
0 jinak
1 jelih 1,9 ¥ do st
25 = Je i hrana (1, j) zafazena do stromu (119)
0 jinak
¥;; = hodnota toku z uzlu ¢ do uzlu j (120)
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Tokové dlohy

7. Minimalni Steinertiv strom

Model: )
min Z Z CijTi5 + Z fiz; (121)
W€V eV €T
(J)eE
zi=1 proi €D (122)
Z z;; =2; proi €V \{s} (123)
JEV
(4,7)EE
Zyij—Zyﬁ:zi pro: € V'\ {s} (124)
JEV JEV
(L,J)EE  (J,i)€E
0 <y <(|V|-1)z;; pro(¢,j)€E (125)
zi; €{0,1} pro (z,j) € E (126)
z; €{0,1} prozeT (127)

Jan Fabry Diskrétni modely 48 / 138



Sylabus kurzu

e Ulohy na grafech

@ Okruzni a rozvozni dlohy
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Okruzni a rozvozni dlohy

Klasifikace aloh
o Typ trasy v grafu
» Trasy jsou tvoreny uzly
* Uloha obchodniho cestujiciho (TSP) - nekonec¢né velka kapacita
vozidel
* Rozvozni iloha (VRP) - omezena kapacita vozidel
» Trasy jsou tvofeny hranami
* Uloha &inského listonose (CPP)
@ Pocet dep a vozidel
» Jedno depo (vychozi misto) s jednim nebo nékolika vozidly
» Vice dep
@ Znalost zdkaznik(
» Statické dlohy - vSichni zédkaznici jsou zndmi predem
» Dynamické dlohy - zdkaznici zndmi pfedem a zakaznici s on-line
pozadavky
o Cil
» Minimalizace celkové délky tras (celkovych nakladi)
» Minimalizace celkové doby jizdy vSech vozidel

» Minimalizace nejdelsi doby jizdy ze vSech vozidel
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Okruzni a rozvozni dlohy

1. Nesymetricka tloha obchodniho cestujiciho

Formulace: Necht G = {U, E} je uplny digraf se vzdalenosti c;;
definovanou pro kazdou hranu (2, 7) (matice C je obecné
nesymetricka). Necht uzel 1 je depo a |U| = n. Cilem je ur¢it
minimalni Hamiltondv cyklus.

Proménné:
1 jestlize vozidlo jede pfimo
T = z uzlu ¢ do uzlu j (128)
0 jinak
%; — uméla proménnd zavedend v podminkach (129)

zabranujicich vytvareni parcidlnich cykld
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Okruzni a rozvozni dlohy

1. Nesymetricka tloha obchodniho cestujiciho
Model (Miller, Tucker, Zemlin):

n n
minz Z CijTi5 (130)

i=1j5=1
n
Y zij=1 proi=1,2,...,n (131)
=1
n
Y zij=1 proj=12,...,n (132)
=1
1=12,...,n
U +1—(n—1)(1—z5) <uj proj:2,3’“.,n (133)
1=1,2,...,n
z;; € {0,1} proj:1,2,...,n (134)
u; €ERy proi=1,2,...,n (135)
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Okruzni a rozvozni dlohy

2. Uloha obchodniho cestujiciho s ¢asovymi okny (TSPTW)
Formulace: Necht je definovana nesymetricka tloha TSP. Kazdy
uzel ¢ musi byt navstiven v ramci ¢asového intervalu (e;, [;). Vozidlo
stravi v uzlu ¢ dany cas S;. Hodnota d;; pfedstavuje dobu piejezdu
mezi uzly 7 a j. Cilem je urcit minimalni Hamiltontv cyklus

(z hlediska vzdalenosti) pfi respektovani vSech Casovych oken.

Proménné:
1 jestlize vozidlo jede pfimo
T = z uzlu 1 do uzlu 5 (136)
0 jinak
t, = Cas pfijezdu vozidla do uzlu ¢ (137)

Jan Fabry Diskrétni modely 53 / 138



Okruzni a rozvozni dlohy

2. Uloha obchodniho cestujiciho s ¢asovymi okny (TSPTW)
Uprava modelu MTZ:

e; <t; <l; proi=2,3,...,n (138)
t=0 (139)
t;ieRy proz=2,3,...,n (140)

Proménné u; jsou eliminovany a omezujici podminky (133) jsou
nahrazeny podminkami

1=12,...,n . .
ti—l-Si—l-dij—M(l—.'Bij)Stj pro . 9 3 nz;é] (141)

P IR
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Okruzni a rozvozni dlohy

3. Metricka tuloha obchodniho cestujiciho (A - TSP)
Trojahelnikové nerovnosti:

cijgcik"i_ckj proi,j,k:1,2,...,n,7)7£j;£k (142)

4. Euklidovska tloha obchodniho cestujiciho
Euklidovské vzdélenosti:

Cij = \/(Xz_Xj)2+(Y;._Y_-7)2 pIo Z:] = 1,2,...,?7,,2'75]' (143)

5. Oteviena tloha obchodniho cestujiciho
Namisto miniméalntho Hamiltonova cyklu se hledd minimalni
oteviena cesta vedouci pfes vSechny uzly (trasa neni zakonéena

v depu):
Pu) nastavime ¢;; =0 pro:=2,3,...,n (144)
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Okruzni a rozvozni dlohy

6. Dynamicka tloha obchodniho cestujiciho

Ve statické verzi TSP jsou vSichni zédkaznici zndmi pfedem.

V dynamické verzi se béhem realizace optimalni trasy objevuji
on-line pozadavky dal$ich zdkaznik.

/Optimalizace

Staticka uloha

Trasa vozidla

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

On-line pozadavek

Dynamicka tloha

e T Re optimalizace i
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Okruzni a rozvozni dlohy

7. Rozvozni iloha

Formulace: Necht G = {U, E} je uplny digraf se vzdalenosti c;;
definovanou pro kazdou hranu (z, 7). Necht uzel 1 je depo, v ném#
je k dispozici vozidlo s kapacitou V, |U| = n. Kazdy zakaznik ¢ ma
pozadavek o velikosti ¢;. Cilem je uspokojit pozadavky vSech
zékaznikl a minimalizovat celkovou délku vSech tras.

Proménné:
1 jestlize vozidlo jede pfimo
T = u uzlu 7 do uzlu j (145)
0 jinak

u; = uméla proménna zavedend pro bilanci nékladu vozidla (146)
Predpoklady:

n
Ya>V (147)
1=2

<V pro1=2,3,...,n (148)
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Okruzni a rozvozni dlohy

7. Rozvozni uloha

Model: LA
min Z Z CijZi5 (149)

" i=1j5=1
Zmijzl proz=2,3,...,n (150)

n
Y zij=1 proj=2,3,...,n (151)
1=1,2,...,n
u; +g; — V(1 —z45) < u; projzz,s,' n (152)
u; <V proi=23,...,n (153)
u; =0 (154)
1=12,...,n

z;; € {0,1} proj 12 .. m (155)
u; €ERy proi=2,3,...,n (156)
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Okruzni a rozvozni dlohy

8. Rozvozni dloha s heterogennim vozovym parkem

Formulace: Necht je definovana tiloha VRP s K typy vozidel, ktera
jsou k dispozici v jednom depu. Pro kazdy typ &k je dana kapacita
vozidla Vi, pocet vozidel pg a ndkladovy koeficient di, odvozeny od
spotfeby vozidla. Cilem je uspokojit pozadavky vSech zdkaznikii a
minimalizovat celkové naklady.

Proménné: 1 jestlize vozidlo typu k jede piimo
:z:fj = z uzlu ¢ do uzlu j (157)
0 jinak
u; = uméla proménnd zavedend pro bilanci nékladu vozidla (158)
Predpoklad: n K
Y@ <> mVa (159)
i=2 k=1
Znaceni: _
= (100
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Okruzni a rozvozni dlohy

8. Rozvozni dloha s heterogennim vozovym parkem

Model: x
n n
min > > dicijzl; (161)
k=11=1j=1
K n
> > el =1 proi=2,3,...,n (162)
k=1j=1
n n .
7=12,...,n
me]:z:zfz proy ', K (163)
i=1 i=1 1
n
Zx’fjgpk prok=12,...,K (164)
7=2
1=12,...,n
ui+qj—7(1—:1:§°j)§u3' pro 7 =2,3,...,n (165)
k=1,2,... K
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Okruzni a rozvozni dlohy

8. Rozvozni dloha s heterogennim vozovym parkem
Model (pokrac.):

n K
uﬁZZzZVk pro:=12,...,n (166)
7j=1k=1
’U,1:0 (167)
1=1,2,...,n
zj; € {0,1} pro j=1,2,...,n (168)
k=1,2,... K
u; €ERy pro1=2,3,...,n (169)
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Okruzni a rozvozni dlohy

9. Rozvozni tloha s ¢asovymi okny (VRPTW)

Jestlize jsou v tloze definovana ¢asova okna, je zavedena
promeénna t; a viechny odpovidajici omezujici podminky podobné
jako v tloze TSPTW.

10. Rozvozni tloha s délenou dodavkou (SDVRP)

Standardni model tlohy VRP nelze pouzit, pokud d¢,¢; > V.
Takovy pozadavek musi byt rozdélen do vice tras. I v pripadé, ze
g; <V, Vi, mize byt vyhodné délit dodavky. V modelu proménna
Qf znaci ¢ast pozadavku g; zahrnutou do trasy k:

K
S QF=g proi=2,3,...,n (170)
k=1
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Okruzni a rozvozni dlohy

11. Pfepravni problémy - tlohy vyzvednuti a doruceni (PDP)

@ One-to-One PDP
(tloha pfepravy hendikepovanych osob, tloha kuryrni sluzby)
Kazdy pozadavek je ddn mistem vyzvednuti a mistem
doruceni. Trasy vozidel za¢inaji a konc¢i ve spole¢ném depu.

e Many-to-Many PDP
Zbozi mlze byt vyzvednuto v jednom z né€kolika mist
a doruceno do jednoho z nékolika mist.

@ One-to-Many-to-One PDP
Kazdy zakaznik obdrzi zasilku z depa a zasle do néj jinou
zasilku.
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Okruzni a rozvozni dlohy

12. Neorientovand tloha ¢inského listonosSe

Formulace: Necht G = {U, E} je neorientovany souvisly graf. Pro
kazdou hranu {¢, j} jsou dany néklady c;;. Cilem je najit cyklus

s minimalnimi celkovymi naklady takovy, Ze v ném bude obsaZena
kazd& hrana alespon jednou.

Véta: Neorientovany graf G je eulerovsky pravé tehdy, kdyz G je
souvisly a vSechny uzly maji sudy stupen.

Pokud graf G neni eulerovsky, sestrojime supergraf G* grafu G
takovy, Ze G* je eulerovsky a obsahuje Eulertiv cyklus, ktery je
krat$i nez EulertGv cyklus v jakémkoli jiném supergrafu grafu G.
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Okruzni a rozvozni dlohy

12. Neorientovana tloha ¢inského listonose
Proménné v modelu I:

1 jestlize hrana {%,7} je zdvojena v G* . .
Ty = J {7} ] ! 1<y (171)
0 jinak
y; = uméld proménné pro vyjadreni (172)

sudého/lichého ¢&isla
Znaceni v modelu I:

Uy C U je mnozina uzli sudého stupné
U; C U je mnozina uzld lichého stupné
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Okruzni a rozvozni dlohy

12. Neorientovana tloha ¢inského listonose

Model I:
min Z CijZi5 (173)
{i.j}eE
1<
Z:qu_‘ + Zmij =2y; proi € Uy (174)
(A}€E  {ij)eE
1< 7>
Y ozi+ Y @i =2y;+1 proiel; (175)
(€E  {if}cE
1<z 1>t
zi; €4{0,1} pro{s,j} € E,i1<j (176)
Yi €Z4 proieU (177)
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Okruzni a rozvozni dlohy

12. Neorientovana tloha ¢inského listonose
Proménné v modelu II:

z;; = pocet hran {1, 7} v grafu G* (178)
Model II:
min Z CijTi5 (179)
{i.j}€E
T+ 25 > 1 pro{i,j},{j,i} €E (180)
iji = inj proi €U (181)
{ireE  {ij}cE
zi; € Zy pro{i,jt€E (182)
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Okruzni a rozvozni dlohy

13. Orientovand tloha ¢inského listonoSe

Formulace: Necht G = {U, E} je silné souvisly digraf. Pro kazdou
hranu (z, 7) jsou dény néklady c;;. Cilem je najit cyklus

s minimalnimi celkovymi naklady takovy, Ze v ném bude obsaZena
kazd& hrana alespon jednou.

Véta: Orientovany graf G je eulerovsky pravé tehdy, kdyz G je silné
souvisly a vstupni polostupen kazdého uzlu je roven jeho
vystupnimu polostupni.

Pokud G neni eulerovsky, sestrojime supergraf G* grafu G takovy,
%e G* je eulerovsky a obsahuje Eulertv cyklus, ktery je kratsi nez
Eulerdv cyklus v jakémkoli jiném supergrafu grafu G.
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Okruzni a rozvozni dlohy

13. Orientovanéa uloha ¢inského listonose
Znaceni:

deg; = vstupni polostupen uzlu 1

degljL = vystupni polostupen uzlu

I = mnoZina uzlt ¢ pro které deg; > deg;F

J = mnozina uzll j pro které deg; < deg;r

a; = deg; — deg;r proi €[

b, = degj' —deg; proj € J

d;; = délka nejkratsi orientované cesty z1 € I doj € J

Proménné:

z;; = pocet nejkratsich orientovanych cest mezi uzly 7 a 7,
které pfiddme do grafu G*
(183)
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Okruzni a rozvozni dlohy

13. Orientovanéa uloha ¢inského listonose

Model:
min Z Z di; Ti; (184)
i€l jeJ
Zmij =a; proit€l (185)
JjeJ
Z:Eij =b; projeJ (186)
el
1 €1

z;; € Ry pro (187)

j€eJ
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Okruzni a rozvozni dlohy

14. SmiSend uloha ¢inského listonose (¢isténi ulic)

CPP na smiSeném grafu G = {U, E}.

15. ,,Rural“ verze tlohy ¢inského listonose (dorucovani posty)
Necht G = {U, E} je souvisly s mnozinou R C E povinnych hran,
kterymi je nutné projet alespon jednou. Zbyvajici hrany v mnoziné
E \ R jsou volitelné a mohou byt vyuzity v optimalni trase.

16. Kapacitni tloha ¢inského listonose (svoz odpadu)

Necht G = {U, E} je souvisly graf s pozadavky o velikosti g;; pro
kazdou hranu {i,j} (pro kazdou povinnou hranu ve verzi ,,Rural
CPP“). Pro uspokojeni pozadavki je k dispozici vozidlo

s omezenou kapacitou. Je nutné najit cykly, aniz by na nékterém
z nich doslo k prekroceni kapacity vozidla.

17. Hierarchicka tuloha ¢inského listonoSe (odklizeni snéhu pluhem)
U kazdé hrany je dana jeji priorita z hlediska dilezitosti prislusné
komunikace.
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Sylabus kurzu

e Speciadlni omezen{ s logickymi proménnymi
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Specialni omezeni s logickymi proménnymi

1. Nekonvexni mnozina piipustnych reSeni
Priklad: Jsou dany nésledujici omezujici podminky. Pouzijte
diskrétni proménné tak, aby bylo mozné tlohu s podminkami resit
jako model MIP.
Y1 +y2 <40
Y1 > 20 nebo yo > 10

Y1, Y2 € Ry

1 jestlize y1 > 20

Promeénné:
T, = 188
' {o jinak (188)

1 jestliz > 10
g, = V22 (189)
0 jinak
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Specialni omezeni s logickymi proménnymi

1. Nekonvexni mnozina piipustnych reSeni

Model:
y1+y2 <40 (190)
Y1 > 20z, (191)
ys > 10z, (192)
T+ 32> 1 (193)
Y1, 92 € Ry (194)
z1,z2 € {0,1} (195)
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Specialni omezeni s logickymi proménnymi

2. Platnost riznych soustav omezeni (typ bud-nebo)

Priklad: TTti rizné produkty mohou byt na stroji vyrabény bud
v pofadi P, — P, — P3 nebo P; — P> — P;. Pfedpokladejme, Ze
vyroba produktu P; trva t;. Formulujte omezujici podminky
modelujici pfipustnou produkci.

Proménné:

y; = okam#ik zacatku vyroby produktu P; (196)

(197)

1 vyréabi-li se produkty v pofadi P, - P> — Ps
Tr =
0 vyrabi-li se produkty v potadi Ps — P — P
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Specialni omezeni s logickymi proménnymi

2. Platnost riznych soustav omezeni (typ bud-nebo)

Model:
Y1+t <y + M(1-1z) (198)
Y2+t <ys + M(1-z) (199)
ys +t3 < y2 + Mz (200)
Y2+t <y1+ Mz (201)
y; € Ry prot=1,2,3 (202)
z € {0,1} (203)
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Specialni omezeni s logickymi proménnymi

3. Platnost riznych soustav omezeni (splnéni k£ z m podminek)
Pfiklad: Model obsahuje soustavu m omezujicich podminek. Necht
1-t4 podminka je definovana jako a?y < b;. Zajistéte, aby bylo
splnéno pfesné k ze vSech m podminek (kK < m).

Umeélé proménné:

1 je-li 4-t4 omezujici podminka zahrnuta v modelu
z; = ) (204)
0 jinak
Omezujici podminky:
aly<b;+M(l—z;) proi=1,2,...,m (205)

o=k (206)
1=1
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Specialni omezeni s logickymi proménnymi

4. Specidlni omezeni pro troven vyroby

Priklad: Firma zvaZuje vyrobu nového produktu. V piipadé vyroby,
aroven musi byt alesponi 500 ks a nesmi prekrocit 1000 ks.
Naformulujte odpovidajici omezujici podminky.

Proménné:
y = Groveh vyroby (207)
|1 jestlize se firma rozhodne produkt vyrabét (208)
~ |0 jinak
Model:
500z < y < 1000z (209)
yely (210)
z € {0,1} (211)
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Specialni omezeni s logickymi proménnymi

5. Planovéani diskrétni arovné vyroby
Priklad: Firma zvazuje, zda vyrobit 500, 1000 nebo 2000 ks daného
produktu. Naformulujte odpovidajici omezujici podminky.

Proménné:
y = uroveh vyroby (212)
1 je-li vyroba na ¢-té drovni .
T; = . 1=1,2,3 (213)
0 jinak
Model:
y = 500z; + 1000z, + 2000z3 (214)
T+ 2o+ 23 = 1 (215)
yely (216)
z; € {0,1} proi=1,2,3 (217)
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Specialni omezeni s logickymi proménnymi

6. Vyroba urcitého poctu druht produkti

Priklad: Firma miZe teoreticky vyrabét n druht produkti.
Rozhodla se z nich ale vyrabét jen k& druht. Pro kazdy produkt 2 je
dana maximalni droven vyroby g;. Naformulujte odpovidajici
omezujici podminky.

Proménné:

y; = uroveh vyroby produktu 2 (218)
1 jestlize se produkt ¢ vyrabi
z={ % ’ ! (219)
0 jinak
Omezujici podminky:
1 .
Ma:‘i S Yi S q;Z; PIO 1= 17 27 - n (220)

Y zi=k (221)
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Specialni omezeni s logickymi proménnymi

6. Vyroba urcitého poctu druht produkti

Ptiklad (rovnajici se mnozstvi vyrabénych druht produkti):
V predchozim prikladu je navic urceno, ze se irovné vyroby
u vyradbénych druht produktd musi rovnat (podminka
komplementarity).

Dalsi proménné:

w — droven vyroby vyradbénych druht produkti (222)

Dalsi omezujici podminky:

w—-—M1-z)<y;<w+M(Q1—-1z;) proi=12,...,n (223)
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Specialni omezeni s logickymi proménnymi

7. Definice proménné rovnajici se minimu dal$ich proménnych
Priklad: Zapiste proménnou jako minimum 7 proménnych.
Proménné:

w= min(ylx Y2,... 1yn) (224)
z; = 1 ]:fastliée wW=7Y; (225)
0 jinak
Omezujici podminky:
w<y, <w+M(l-z;) proi=12,...,n (226)

dozi>1 (227)
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Specialni omezeni s logickymi proménnymi

8. Linearizace sou¢inu binarnich proménnych

Priklad: Linearizujte maximaliza¢ni ticelovou funkci z1z5z3
(vSechny proménné jsou binérni).

Umeéla proménné:

W = T1To9Z3 (228)

Model: max w (229)
Ti+zo+z3—2<W (230)

w<z; proi=1,2,3 (231)

z; € {0,1} proi=1,2,3 (232)

we R, (233)
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Sylabus kurzu

© Viastnosti diskrétnich tloh
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Vlastnosti diskrétnich aloh

Mnozina pfipustnych bodf v tlohach linedrniho a celociselného

programovani
(LP) P={zcR}:Az <b} (234)
(IP) S={zeZ?:Az<b} (235)
x9
4
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Vlastnosti diskrétnich aloh

Definice: Polyedr P C R™ je mnozina bodi, které spliiuji koneény
pocet linearnich nerovnosti: P = {z € R™ : Az < b}. Polyedr je
omezeny, jestlize existuje hodnota § € R, takova, ze
PC{zeR":-§<z;<dproj=1,2,...,n}. Omezeny polyedr
se nazyva polytop.

Definice: Necht je ddna mnoZina S C R™. Bod z € R™ je konvezni
kombinaci bodi z S, jestlize existuje konecnd mnozina bodd
{z!,22,...,2%} v S a vektor X € R, takovy, e 3f_; A\, =1la
=% Azt

Definice: T C R™ je konverni mnozZina, pokud plati: jestlize
z!,z? € T, pak Az! + (1 — A\)z2 € T pro viechna A € (0, 1).
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Vlastnosti diskrétnich aloh

Definice: Konvezni obal conv(S) mnoziny S je mnozina viech
bodt, které jsou konvexni kombinaci bodd z S.

Jan Fabry

Diskrétni modely

S Cconv(S)C P
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Vlastnosti diskrétnich aloh

Definice: Nerovnost nlz < my se nazyva platnd nerovnost
vzhledem k S, jestlize ji spliiuji vSechny body z S.
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Vlastnosti diskrétnich aloh

Definice: Jestlize 77z < 7 je platna nerovnost vzhledem k S a
3z° € S takovy, ze 77z = mgy, pak se nerovnost nazyva opérnd
nerovnost vzhledem k S. Mno%ina F = {z € conv(S) : 7lz = mo}
se nazyva opérnd sténa mnoziny conv(S). Rikéme, Ze op€rnd
nerovnost 71z < g reprezentuje opérnou sténu F'.

z9
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Vlastnosti diskrétnich aloh

Definice: Opérna sténa F' mnoziny conv(S) se nazyva fazeta
mnoziny conv(S), jestlize dim F' = dim conv(S) — 1.
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Vlastnosti diskrétnich aloh

Definice: Platné nerovnosti 77z < 7y a 47z < o se nazyvaji
ekvivalentni, jestlize v = Am a 7o = Amg pro nékteré A > 0.

Definice: Necht 77z < my a y7z < 1, jsou dvé platné nerovnosti
vzhledem k conv(.S), které nejsou ekvivalentni. Jestlize existuje
hodnota A > 0 takovd, ze v > Amw a yg < Amp, pak fikdme, Ze
vz < 7o dominuge (je silnéjsi ne?) n’z < mo. Rikadme také, Ze
7Tz < my je dominovdna (je slabsi nez) ¥z < 7o.

Pokud v'z < vy dominuje n7z < mp, pak

{z €R? : YTz <y} C{z e R? : 77z < mo}.

Definice: Mazimdind platnd nerovnost je takova, ktera neni
dominovana zadnou jinou platnou nerovnosti.
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Vlastnosti diskrétnich 1l

Kazda maximalni platna nerovnost vzhledem k S reprezentuje
neprazdnou opérnou sténu mnoziny conv(.S) a mnoZina viech
maximalnich platnych nerovnosti obsahuje nerovnosti, které
reprezentuji v8echny fazety mnoZiny conv(\S).

z3
4 l ’\'\C\'O\“\U%K
A0
et
3 maximalni platna nerovnost
24 .
1¢ *
4 71 0 1 4 71
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Vlastnosti diskrétnich aloh

Zesilovani nerovnosti

Véta (Diophantos): Linedrni rovnice }>7 ; m;%; = mo, v niZ

7 €Z (j =0,1,...,n), ma feSeni z € Z", pravé tehdy, kdyz
nejvetsi spolecny délitel koeficientt 7; (j = 1,2,...,n) déli
celociselné hodnotu .

Ptiklad: Necht 3z; + 625 < 14 je platna nerovnost vzhledem k S.
Cilem je najit silnéjsi platnou nerovnost, kterd je opérnou
nerovnosti vzhledem k S.

()
3
2
o2 I,
%, G2,
1 S 7y,
0 1 2 3 4 571
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Vlastnosti diskrétnich aloh

Zesilovani nerovnosti - lifting
Definice: Necht je dana nerovnost Z? 17525 < o, v niz
m; €ERy (7 =0,1,...,n) az € B". Jestlize pro néjakou hodnotu
A >0 je nerovnost 2321 ;25 + ArTi < o platné, pak fikame, Ze
je liftovand z ptivodni nerovnosti vzhledem k proménné zg.
Algoritmus:
Opakuj pro &k =1, 2,.

Q@ Nastavzy =1a vypoctl ap = maxz w5 < Mo

© Vypolti Ay = mp — ag

@ Nahrad 7 souétem 7 + Ag

© Nerovnost 377 ; mjz; < mp je liftovana vzhledem
k proménné zy

Nerovnost E;-‘Zl m;2; < mp je liffovand vzhledem ke vSem
proménnym.
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Vlastnosti diskrétnich aloh

Zesilovani nerovnosti - lifting
Priklad: Liftujte nerovnost 4z, + 5z + 63 + 8z4 < 13, kde
z; €B (1 =1,2,3,4).

z1=1—-a1=12—-A;1=1—m =5 — 521+5z25+6x3+8x4 <13
Zo=1—>0a,=13 > Ay =0— My =5 — bx1+525+6x3+8z4 <13
z3=1—->a3=11— A3 =2 — w3 =8 = bz1+5x5+8z3+8z4 < 13
za=1—>a1=13 > A4 =0— m =8 = 5z1+525+8z3+8z4 <13
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Vlastnosti diskrétnich aloh

Zesilovani nerovnosti - fixing

Piiklad: Necht je dana nerovnost 2z; + 325 + 423 — 1524 > 2, v niZ
z; €B (1 =1,2,3,4).

Pokud z4 = 1, nerovnost nemftize byt splnéna — piripustné reSeni
existuje jen tehdy, jestlize proménné je zafixovana z, = 0.

Piiklad: Necht je dana nerovnost 20z; + 55 + 123 — 824 > 7, v ni%
z; €B (7 =1,2,3,4).

Zafixovani z; = 1.

Pfiklad: Necht je dana rovnice z; + @2 + 323 = 4, v niz

z;eB (1 =1,2,3).

Protoze z3 = 0 je nepifipustné, proménnad je zafixovana z3 = 1.
Potom je rovnice redukovana na rovnici z; + 2 = 1.
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Vlastnosti diskrétnich aloh

Zesilovani nerovnosti - Gomoryho fez
Necht S={z € Z" : 77z = mo}, kde 7; € R ( =0, 1,...,n).
Zvolime-li 11bovolne d € N, pak kazdy koeficient 7; lze vyjadtit jako

T = a;d + w7, (236)

kde o = VZJ a m; = m; mod d. Tedy a; € Z a 7} € (0, d).

Pak rovnici

n
> miz; =mo (237)
1ze psat jako n
> (ad + mh)z; = agd + (238)
=1
nebo L
d(> " ayz; — ap) = mp — Z‘/r Tj. (239)

S,
Il
—
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Vlastnosti diskrétnich aloh

Zesilovani nerovnosti - Gomoryho fez

ProtoZe hodnota na levé strané nerovnosti (239) je celodiselnym
nasobkem hodnoty d, hodnota na pravé strané musi byt také
celotiselna. Vzhledem k m € (0,d) a y27-; m;z; > 0, hodnota na
pravé strané nemtize byt kladnym nasobkem d, tj. musi byt
nekladna. Proto také hodnota na levé strané musi byt nekladné.

Zlomkovy Gomoryho Tez:

n n
mo— » mz; <0 - > wiz; > mg (240)
=1 =1

Celociselny Gomoryho tez:

n n
> ajz;—ag <0 — > ajz; < ag (241)
=1 =1
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Vlastnosti diskrétnich aloh

Zesilovani nerovnosti - Gomoryho fez

Priklad: Necht S = {z € Z3 : 37z, — 68z, + 78z5 < 141}.
Naleznéte siln€jsi platnou nerovnost vzhledem k S.
Transformace na rovnici 37z1 — 68z5 + 783 + 24 = 141
Zvolime d = 12

37=3.12+1
—68 = —-6.1244

78 =6.12+6

1=012+1
141 =11.12 +9

Zlomkovy Gomoryho fez: 1 + 4z + 623 + x4 > 9
Celociselny Gomoryho fez: 3z; — 6x5 + 623 < 11
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Sylabus kurzu

@ Reseni 1loh - metody a algoritmy
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Reseni tuloh - metody a algoritmy

Unimodularita
Definice: Ctvercova celo&iselna matice A se nazyva unimoduldrny,
jestliZe jeji determinant det(A) = 1. CeloCiselnd matice A se
nazyva totdlné unimoduldrni, jestlize kazda ¢tvercova nesingularni
submatice A je unimodularni.
Pozn.: Je-li matice A totalné unimodularni, pak a;; € {+1, 1,0}
pro vSechna ¢, 7.
Véta (postacujici podminka): Matice A je totdlné unimodularni,
jestlize
e a;; € {+1,—1,0} pro vechna ¢, j
@ kazdy sloupec obsahuje nejvyse dva nenulové koeficienty
o radky matice A mohou byt rozdéleny do dvou mnozin
takovych, ze
> jestlize sloupec obsahuje dva koeficienty se stejnym
znaménkem, jejich fadky lezi v riznych mnozinach
> jestlize sloupec obsahuje dva koeficienty s riiznymi znaménky,
jejich fadky lezi ve stejné mnoziné
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Reseni tuloh - metody a algoritmy

Unimodularita
Necht je d4na nésledujici tloha LP s celoé¢iselnymi A, b:

zrp = max{c’z : Az < b,z € RT}. (242)
Vektor zédkladnich proménnych lze vyjadrit jako

Badj
=B b= b 243
7B det(B) (243)

kde B je matice baze, B~! jeji inverze a B2Y je adjungovana matice
B (transponovand matice algebraickych dopliikkl prvki matice B).
Pozn.: Je-li optimalni matice baze B unimodularni, pak optimalni
TeSeni je celociselné.

Tvrzeni: Je-li matice A totadlné unimoduldrni, pak optiméalni reSeni
je celociselné.

Priklady: dopravni problém, tiloha hledani maximalniho toku, ...
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Sylabus kurzu

@ Reseni 1loh - metody a algoritmy
@ Relaxace
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Relaxace

Definice: Necht je ddna nasledujici tiloha celoéiselného
programovani (IP):
zip =max{cz:z € SCZ%}. (244)

Uloha (R
oha (R) zr = max{d'z :z € X CR}} (245)

je relazace tlohy (IP), jestlize
e SCX
e d’z > Tz pro viechna z € X.

Tvrzeni: Je-li tloha (R) relaxace ulohy (IP), pak zr > z1p, tj. 2R je
horni mez pro zip.
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Relaxace

Linearni relaxace
Definice: Necht je ddna néasledujici tiloha celo¢iselného
programovani (IP):

zip = max{c’z : Az < b,z € Z7}. (246)

Uloha (LP
(LP) zrp = max{c’z : Az < b,z € R}} (247)

je linedrni relazace ulohy (IP).

V piipadé tlohy bivalentniho programovani (BIP)
zpip = max{c’z : Az < b,z € B"},B = {0,1} (248)
je linearni relaxace definovana jako

zp =max{c’z: Az <b,0<z;<1,j5=1,2,...,n}. (249)
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Relaxace

Linearni relaxace
Definice: Hodnota absolutni gap je definovana jako rozdil

Gap = ZLP — ZIP (250)

a pro zip # 0 je hodnota relativni gap definovina jako

VA — 2z
Gap% = %100%. (251)
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Sylabus kurzu

@ Reseni 1loh - metody a algoritmy

o Exaktni metody
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Exaktni metody

Metoda feznych nadrovin
élgoritmus je zaloZen na simplexové metodé.
Reznd nadrovina (nebo jednoduse 7ez) je linedrni omezujici
podminka, kterd nevylucuje zadné pripustné celociselné reseni.
© Vyres linedrni relaxaci pivodni dlohy.
© Je-li optimalni feSeni celoCiselné, jdi na krok 5.
© Vyber promeénnou, jejiz optimélni hodnota neni celociselna a
sestav Gomoryho fez podle (240). Ten je pfidan do simplexové
tabulky jako n
=Y T+ Tny1 = — g, (252)
kde z,41 je pfidatnéjgllroménné.
© Pokracuj dualnim simplexovym algoritmem pro ziskani
optimalniho resSeni. Jdi na krok 2.

@ Konec
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Exaktni metody

Metoda vétveni a mezi
Tvrzeni: Je dana tloha zip = max{c’z : z € S}. Necht
S = 51USU...USk je dekompozice mnoziny S na mensi

mnoziny a necht z* = max{c’z :z € Sy} pro k=1,2,..., K.
Pak z;p = maxy 2~.
Znaceni:

M je posloupnost tloh fesenych ve vétvich vypocetniho stromu,
z* je dosud nejlepsi nalezené celoCiselné feseni,
2* = cTz* je dosud nejlepsi hodnota telové funkce pro celodiselné
TeSeni.
Algoritmus:
@ Poddteéni nastaveni
M = (LP), LP je linearni relaxace ptivodni tlohy,
z* neni definovan,
z¥ = —o0.
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Exaktni m y

Metoda vétveni a mezi
© Vybér resené ulohy
Pokud M = (), jdi na krok 5,

jinak vyber posledni dlohu v posloupnosti M.
@ Resent vybrané ulohy
(a) Jestlize neexistuje pfipustné feSeni, odstran dlohu z M a jdi na
krok 2.
(b) Je-li nalezeno optimalni feseni z° s hodnotou téelové funkce 29,
pak
(bl) pokud 29 < z*, odstrai tlohu z M a jdi na krok 2,
poxud z >z areseniz Je celocislene, nahra
b2) pokud z° > z* a fegeni z° je celotislené, nahrad
z* =20, 2* = 20, odstrai tlohu z M a jdi na krok 2,
(b3) pokud z° > z* a feseni z° neni celo¢iselné, jdi na krok 4.
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Exaktni metody

Metoda vétveni a mezi
Q Vétvent
Vyber proménnou zg, jejiz optimélni hodnota neni celoé¢iselna.
Pridej kopii posledni reSené tlohy na konec posloupnosti M
spolu s omezujici podminkou
z, < |z3). (253)
K predposledni tloze v M pridej omezujici podminku

T > (2] + 1. (254)

Jdi na krok 2.

@ Konec
Optimalni celo¢iselné feseni je z*, optimélni hodnota acelové
funkce je z*.
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Metoda vétveni a mezi
Tvrzeni: Vétev vypocetniho stromu je uzaviena, pokud v jejim uzlu
nastane jedna ze t¥i mozZnosti:

@ Uloha nema feSeni,

o optimalni feseni z° je celoéiselné,

e plati 20 < 2*.
V piipadé bivalentni tlohy (v ni% je n bindrnich proménnych), je n
maximalni hloubka vypocetniho stromu a 2" maximalni pocet jeho
listd.
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Exaktni metody

Metoda vétveni a mezi
Vybér uzlu
@ Apriorni pravidla

» uzly jsou vybirdny v opac¢ném potadi, nez jsou vytvareny
(LIFO)
» uzly se zpracovavaji po vrstvach stromu

@ Adaptivni pravidla
» vybér uzlu s nejvyssi horni mezi
Vybér vétvici proménné
@ Vybér proménné, jejiz hodnota nejvice porusuje celoc¢iselnost
@ Vybér proménné na zakladé reSeni linedrnich relaxaci s dolni a
horni mezi dané proménné (provede se pouze 1 iterace

simplexové tabulky, jedna se tedy o odhad poklesu hodnoty
ucelové funkce)
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Metoda vétveni a mezi
VylepsSeni metody
@ Metoda vétveni a fezl
Jednd se o kombinaci metody vétveni a mezi s metodou
feznych nadrovin za tcelem zesilit linearni relaxace v uzlech
vypocetniho stromu.

o Metoda vétveni a ocefiovani
Metoda se pouziva pro reseni dloh IP a MIP s velkym poctem
proménnych. Jedna se o hybridni spojeni metody vétveni a
mezi s algoritmem generovani sloupci.
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Sylabus kurzu

@ Reseni 1loh - metody a algoritmy

@ Vypocetni slozitost
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Vypocetni slozitost

Slozitost algoritmi
Velikost (rozsah) tlohy:

@ linearni programovani
m . ..pocet omezujicich podminek
n...pocet proménnych
o ulohy na grafech
|U|...pocet uzld
|E|...pocet hran

Vypocetni slozitost algoritmu je funkci velikosti alohy, kterou
algoritmus fesi, napf. f(n).
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Vypocetni slozitost

Slozitost algoritmi

Necht elementarni operace v poéitadi trva 1 ns. V nasledujici
tabulce je uvedena zavislost vypocetniho casu pro rizné funkce a
velikost tlohy.

n (velikost ulohy)
ORI 20 50 100 1000
n 10ns 20 ns 50 ns 100 ns lus
nlogn | 10ns 26ns 8bns 200ns 3ups
n? 100ns 400ns 2.5ps 10ps  1ms

ns 1yus 8ps  125ps 1ms 1s
on lpus  1ms 13 dntt 103 let -
3" 59 s 4s 107 let - -
n! 4ms 77 let - - -
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Vypocetni slozitost

Slozitost algoritmi
Dulezita je asymptotickd mira riistu slozitosti algoritmu.
Definice: Necht f(n) a g(n) jsou realné funkce pfirozenych &isel.

e Piseme f(n) = O(g(n)), pokud existuje konstanta ¢ > 0
takova, Ze pro dostateéné velki n je f(n) < cg(n) (notace velké
0).

e Piseme f(n) = Q(g(n)), pokud existuje konstanta ¢ > 0
takova, Ze pro dostateéné velkd n je f(n) > cg(n) (notace velké
omega).

e PiSeme f(n) = ©(g(n)), pokud existuji konstanty ¢,c’ > 0
takové, ze pro dostatecné velkd n je cg(n) < f(n) < c'g(n)
(notace velké theta).

Polynomiéalni algoritmy: n, n?, n3,logn, nlogn
Nepolynomidlni algoritmy: 27, e”, n!

2
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Vypocetni slozitost

Ttidy tloh

Ttida P

Jedna se o tfidu rozhodovacich tloh, které lze resit

v polynomidlnim case. Rozhodovaci tloha velikosti n lezi ve

t¥idé P, jestlize pro ni existuje algoritmus s f(n) = O(nP) pro
néjaké pevné dané p.

Trida PO

Je to trfida optimalizacnich tloh fesitelnych v polynomialnim case.
Optimalizacni tloha rozméru n lezi ve tiidé PO, jestlize pro ni
existuje algoritmus s f(n) = O(nP) pro néjaké pevné dané p.

Vybrané tlohy resitelné v polynomidlnim case.
@ Miniméalni kostra grafu.
o Uloha hledani nejkratsi cesty v grafu.
o Uloha hledani maximéalniho toku.
o Linearni pfifazovaci problém.
o Uloha linearniho programovani.
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Vypocetni slozitost

Ttidy tloh

Ttida NP

Jedna se o tfidu rozhodovacich tloh feSitelnych
nedeterministickym polynomaidinim algoritmem sestavajicim ze
dvou fazi:

© Navrhovaci (nedeterministicka) faze
Je vygenerovano feSeni.
© Oveérujici faze
Pomoci polynomiélniho algoritmu je dokazovano, zda feSeni je
piipustné.
Rozhodovaci tloha lezi ve t¥idé NP, jestlize kladné rozhodnuti je
ovéreno v polynomidlnim case.
Lezi-li uloha ve tfidé P, pak lezi také ve t¥idé NP, tj. P C NP.
Piiklady N P-fesitelnych uloh: hledani Hamiltonova cyklu v daném
grafu, hledani pripustného feSeni tlohy MIP, ...

Jan Fabry Diskrétni modely 120 / 138



Vypocetni slozitost

Ttidy dloh

Ttida NPO

Optimalizaéni tloha lezi ve t¥idé N'PO, pokud jeji rozhodovaci
verze lezi ve t¥idé NP.

Lezi-li tilloha ve t¥idé PO, pak lezi ve t¥idé N'PO, tj. PO C NPO.

Definice: Rozhodovaci tloha A je polynomidiné redukovatelnd na
rozhodovaci dlohu B, jestlize existuje polynomialni funkce
transformujici zadani tlohy A na zadéani dlohy B takova, Ze z feSeni
ulohy B lze odvodit feSeni tlohy A.

Jestlize je rozhodovaci iloha A redukovatelnd na rozhodovaci
tlohu B, pak pokud existuje algoritmus pro feSeni ulohy B, lze jej
pouzit pro reseni dlohy A.

Rozhodovaci tloha A je specialni pfipad rozhodovaci ilohy B, tj. B

vvvvvv
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Vypocetni slozitost

Ttidy tloh

Tvrzeni: Je-li tiloha A polynomialné redukovatelnd na tlohu B
aBeP,pak AcP.

Tvrzeni: Je-1i tiloha A polynomidlné redukovatelnd na tlohu B
aBecNP,pak Aec NP.

Ttida N'PC

Rikame, #e rozhodovaci tloha A € NP je N'P-uplnd, pokud
vSechny problémy ve tidé NP lze polynomialné redukovat na
alohu A.

Tvrzeni: Je-li tloha A € N'PC polynomialné redukovatelnd na
ulohu B € NP, pak B € NPC.
Diisledek: Abychom dokézali, %e dana tiloha je N'P-iipln4, je nutné:

@ prokazat, Ze tuloha leZi ve t¥idé NP a

@ najit néjakou znamou N P-uplnou tlohu, kterad je na danou
tlohu redukovatelné.
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Vypocetni slozitost

Ttidy tloh

Tvrzeni: Jestlize P N NPC # @, pak P = NP.

Dtsledek: Kdyby existoval polynomidlni algoritmus, ktery by resil
néjakou N'P-tplnou tlohu, pak, s pouZitim redukovatelnosti,
bychom vSechny tlohy v NP dokézali fesit v polynomialnim Case.

Ptiklady NP-uplnych tloh (nékteré z nich jsou bindrnimi verzemi
optimaliza¢nich tloh):

Pripustné reseni ulohy BIP.

Pripustné feSeni rozkladu mnoziny.

Pripustné reSeni tlohy batohu s dolni mezi Gcelové funkce.
Hamilton@iv cyklus.

Pripustné reSeni tlohy TSP s horni mez{ tcelové funkce.
Pripustné reSeni kvadratického prifazovaciho problému s horni
mezi ucelové funkce.

Rozdéleni dané mnoziny pfirozenych ¢isel do dvou podmnozin
se stejnym souctem (Partition problem).
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Vypocetni slozitost

Ttidy dloh
Ttida NPH
Optimalizaéni uloha je N'P-obtiznd, tézkd, jestlize jeji rozhodovaci
verze lezi ve t¥idé N'PC.
Piiklady N P-obtiznych tloh:
o Uloha IP.
e Uloha batohu.
e TSP.
Minimalni Steinertiv strom.

Kvadraticky prifazovaci problém.

Kontejnerovy dopravni problém.
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Sylabus kurzu

@ Reseni 1loh - metody a algoritmy

@ Heuristiky a metaheuristiky
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Heuristiky a metaheuristiky

Priblizné metody:
o Heuristika
Je to postup, ktery vede k ziskadni dobrého feseni (blizkého
optimélnimu feSen{) konkrétni optimaliza¢ni tlohy.
o Metaheuristika
Je to pristup, ktery lze prizptisobit k feSeni Sirokého okruhu
uloh.
Zékladni principy pouziti priblizné metody:
@ pouZiva se k fefeni tloh NPC a NPH,
@ nezarucuje nalezeni optimalniho feSeni (poskytuje tzv.
suboptimalni feSeni),
@ je to polynomidlni algoritmus,

@ lze jej snadno upravit pro feSeni konkrétni dlohy.
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Heuristiky a metaheuristiky

Heuristiky pro T'SP
Klasifikace metod:

o Konstruktivni heuristiky.
@ Zattidovaci heuristiky.
@ Zlepsujici heuristiky.
Predpoklad: je ddna matice vzdalenosti mezi vSemi dvojicemi uzli
(je definovan tplny graf)
Metoda nejblizsiho souseda
© Vyber libovolny uzel jako vychozi pro vytvarenou trasu.

© Najdi nejblizsi uzel (dosud nevybrany) k poslednimu uzlu na
trase a pridej ho na konec trasy. Pokud takovy uzel neexistuje
(vSechny uzly jiz byly vybrany), pak pfidej na konec trasy
vychozi uzel (je vytvofen Hamiltontv cyklus) a jdi na krok 4.
@ Jdi na krok 2.

@ Konec.
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Heuristiky a metaheuristiky

Metoda vyhodnostnich éisel (Clarke a Wright)
© Vypocti vyhodnostni ¢isla

1=2,3,...,n . , .
855 = Ci1 +C1j — ¢y proj:2,3,.“’nz;«é]. (255)
@ Vytvor (n — 1) tras (1,4,1) proz =2,3,...,n a setfid
vyhodnostni ¢isla sestupné.

Paralelni verze
© (Nejlepsi pfipustné zatiidéni)

Podle setfidénych cisel postupujeme nasledujicim zpisobem.
Pro dané vyhodnostni ¢islo s;; zjistime, zda existuji dvé trasy,
z nichz prvni obsahuje hranu (1, 7) a druha hranu (s, 1), které
mohou byt pfipustnym zplsobem zatiidény. V takovém
pfipadé spojime tyto dvé trasy v jednu odstranénim hran
(1,7), (¢,1) a vloZenim hrany (z, 7).
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Heuristiky a metaheuristiky

Metoda vyhodnostnich éisel (Clarke a Wright)
Sekvencni verze
© (Nastaveni trasy)
Uvazujme trasu (1,%,...,7,1). Najdi prvni vyhodnostni ¢islo
Sk; nebo s;; takové, Ze uzly k a ! jsou zahrnuty v jinych
trasach obsahujicich hranu (k, 1) nebo hranu (1,1).
©Q Proved zatfidéni a opakuj tento postup dokud neni vytvorfen
Hamilton@v cyklus.
Vkladaci algoritmus
@ Vyber libovolny uzel jako vychozi pro vytvarenou trasu, napt.
uzel 1.
© Najdi nejvzdalené€jsi uzel s k vychozimu uzlu a vytvorf trasu
(1,s,1).
© Do stavajici trasy postupné vkladej dalsi dosud nezahrnuté
uzly (na zakladé minimalizace prodlouZeni trasy), dokud
nevznikne Hamiltontv cyklus.
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Heuristiky a metaheuristiky

Metoda zatfidovani cykli
Necht je dany uplny graf G = {U, E}.
@ Najdi vychozi systém cykltd F (napf. pouzitim metody
perfektniho parovani; jestlize pocet uzlt v U je lichy, pak
jeden z cyklt bude obsahovat 3 uzly).

© Proved zatfidéni dvou cyklt a* a 8* s pouzitim nasledujici

metriky:
Dysgr = ar%1€n}_ Dgyg :znklleri(czj + Crt — Cik — Cj1)- (256)
slep

Necht timto zatfidénim vznikne cyklus .
© Odstran cykly o* a f* z F, ptidej do F cyklus 7.

© Jestlize v neni Hamiltontv cyklus, jdi na krok 2.
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Heuristiky a metaheuristiky

Metoda vymeén (Lin a Kernighen)
Necht je dany uplny graf G = {U, E}.
© Pfedpokladejme nalezeni Hamiltonova cyklu nékterou
konstruktivni nebo zatfid ovaci heuristikou.

© Vymeén dvé nesousedni hrany z trasy za jiné dvé nesousedni
hrany tak, aby byl opét vytvoren Hamiltoniv cyklus.

© Pokud tato vyména pfinasi zlep$eni feSeni, proved ji.
© Opakuj proces hledani vymeén dokud je mozné zlepSovat
feSeni. Metoda konci, jestlize jiz neni mozné feSeni zlepsit.

© Ziskany Hamiltontv cyklus je lokilné optimalni (2-opt) trasa.
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Heuristiky a metaheuristiky

Metaheuristiky
Znaceni v algoritmech:
z je pripustné reSeni dané tulohy
X je mnozina pripustnych feSeni, tj. mnozina vSech z
N(z) je okoli feSeni z (mnoZina blizkych feSeni)
f(z) je minimaliza¢ni tcelova funkce
z* je dosud nejlepsi nalezené fesSeni
Metoda lokalniho hledani
@ Vyber vychozi feSeni z € X a ptifad z* = z.
© Definuj okoli N(z) C X a ohodnot vSechna feSeni.
© Necht z’ je nejlepsi feseni z N(z).
Jestlize f(z') < f(z*), pak nahrad z* =z’ a ¢ = 2/, jinak
ukondi hledéni.
© Pokud neni splnéno ukoncovaci pravidlo, jdi na krok 2.
@ Reseni z* odpovida lokilnimu minimu.
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Heuristiky a metaheuristiky

Metoda tabu prohledavani
TL je posloupnost zakdzanych feSeni (tabu seznam)
MazSize je maximalné povoleny pocet reSeni v tabu seznamu

© Vyber vychozi feSeni z € X a pfitad z* = z. Nastav T'L = {z}.
@ Definuj okoli N(z) C X \ TL a ohodnot vSechna feSeni.
© Necht z’ je nejlepsi feseni z N(z). Nahrad z = z'.
Jestlize f(z') < f(z*), pak nahrad z* = 2'.
Q@ TL=TLU {z}. Jestlize |TL| > MazSize, pak z T'L odstran
prvni feSeni.
© Pokud neni splnéno ukoncovaci pravidlo, jdi na krok 2.

@ Reseni z* je nejlepsi nalezené feSeni.
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Heuristiky a metaheuristiky

Metoda prahové akceptace
T je hodnota prahu akceptace horsich feseni
Ty je pocatecni hodnota prahu
r € (0,1) je mira redukce prahu
© Vyber vychozi feSeni z € X a pfifad z* = z. Nastav T = Tp.
© Opakuj n-krat:
» vyber 2/ € N(z),
> jestlize f(z') — T < f(z), pak nahrad z = 2,
» jestlize f(z') < f(z*), pak nahrad z* = z'.
© Pokud neni splnéno ukonéovaci pravidlo, proved redukci prahu
T = 7T a jdi na krok 2.

© Reseni z* je nejlepsi nalezené feseni.
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Heuristiky a metaheuristiky

Metoda simulovaného zihani (SIAM)
T je teplota
Ty je pocatecni teplota
r € (0,1) je mira redukce teploty (mira ochlazovani)
© Vyber vychozi feSeni z € X a pfifad z* = z. Nastav T = Tp.
© Opakuj n-krat:
» vyber 2/ € N(z),
> jestlize f(z') < f(z), pak nahrad z = =/,
» jestlize f(z') > f(z), pak nahrad z = z’ s pravdépodobnosti
e T, kde A = f(z') — f(z),
» jestlize f(z') < f(z*), pak nahrad z* = z'.
© Pokud neni splnéno ukoncovaci pravidlo (nebo nenastalo
ztuhnuti procesu #ihéani), pak proved redukci teploty 7' = rT a
jdi na krok 2.

© Reseni z* je nejlepsi nalezené feSeni.
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Heuristiky a metaheuristiky

Geneticky algoritmus

Definice:

Populace R C X je koneCnd mnozina piipustnych reSeni.

Fitness value f(z) je ohodnoceni feSeni z € R.

Selekce je vybér uritého paru feseni (rodi¢l) z,y € R zaloZeny na
na jejich fitness value.

KriZent je operace spojeni rodici za tucelem ziskani jednoho nebo
dvou novych feSeni (potomk).

Mutace je ndhodné zména potomka.

vy

Cilem selekce rodi¢t je vybrat lepsi feSeni s vyssi
pravdépodobnosti. Pfedpokladejme, Ze fitness f(z) je
maximaliza¢niho typu. Pak pravdépodobnost vybéru rodice z je
déana jako
_f@) (257)
> f)

VYyER
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Heuristiky a metaheuristiky

Geneticky algoritmus
Necht rodi¢ z je dan kédem z1z5. .. T,, rodi¢ y kodem y19s ...y,
a potomek z kédem 2125 ... z,.
o Krizeni rodict
» Jednobodové kiizeni
Potomek #1: z1 ... ZpYpt1 .- Yr,
Potomek #2: y1...YpTpi1-..Tp.
» Dvoubodové kiizeni
Potomek #1: z1...ZpYpt1...YgZTgrl ... Tr,
Potomek #2: y1...YpTpi1-..-TqYgil---Yr-
» Rovnomeérné kiizeni
Potomek: 2122 ... 2, kde z; € {z;,y;},t =1,2,...,7.
@ Mutace potomka
» Jednobodova mutace
Zménény potomek: z1...2p-1252p+1 - - - 2r, kde 25 # zp.
» Dvoubodova mutace
Zménény potomek: 21...2p 12¢2Zpi1...2¢ 12p2Zq+1---2p.
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Heuristiky a metaheuristiky

Mravenéi (feromonovy) algoritmus

Metoda je zalozena na inteligenct mravencich kolonai.

Kazdy mravenec se snazi najit cestu mezi mravenistém a
potravou.

Mravenci zanechavaji na cesté feromonovou stopu.
Mravenci preferuji cesty obsahujici vétsi mnozstvi feromonu.

Feromonové stopy na delSich cestach se vyparuj? rychleji nez
na kratsich cestach.

Vypatrovani feromonu méa velky vyznam, kdyZz zamezuje
konvergenci k lokdlnimu optimu.
Idea algoritmu je napodobovat toto chovani pomoci

ySimulovanych mravenct® (umélych agentii) prochézejicich
grafem reprezentujicim fesenou dlohu.
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