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Kapitola 1
Uvod

Diskrétni modlely operaéniho vizkumu jsou takové matematické modely, které obsahuji

diskrétni matematické struktury jako napiiklad celoéiselné proménné, diskrétni mmno-

#iny apod. Modely diskrétniho typu jsou v praxi uzivany zejména v téch pripadech,
kdy se jedna o rozhodovani mezi konecné mnoha variantami a tedy existuje kone¢ny
pocet mo7nich feseni. ProtoZe v téchto diskrétnich problémech je poéet moznych va-
riant koneent. feseni téchto diskrétnich tloh se zda byt jednoduché, nebot prostym
vanim viech mognyeh variant bychom meéli dojit k optimalnimu feseni. To ale lze
ponze u uloh s malfm poctem variant. V ilohach z praxe je vétdinou mmoZina moz-

porol

nvch variant znacné rozsahla a ani nejvykonnéjsi vypocetni technika neni schopna tuto

mnozinu variant zpracovat v rozumném case. Proto je nutné piistoupit k efektivng

algoritmiun vipoctu optiméalnfho fefeni, pfipadné pokud ani ony nedavaji optimalni
Fegeni v realném éase, pristoupit k hleddni néjakého priblizného, suboptimélniho fedeni.

Jak bylo jiz naznaceno, jde o optimalizaéni dlohy, ve kterych jsou dany omezujici pod-
minky, uapiiklad ve formé nerovnosti a ravnic, vyplyvajici z podminek kladenych na
feieni dané ilohy a Géelova, kriterialni funkee, kterou méme maximalizovat neba mini-
malizovat. Na rozdil od linearniho programovani, které fesi obdobnon tilohu, nékteré,

fipadneé

sechny proménné diskrétniho modelu jsou diskrétni, tedy vazany podminkou
celociselnosti. Je ziejmé, %e | metody fedici diskrétni modely budou odligné od metod
linedrniho programovéni, i kdy# fada z nich se o metedy linedrniho programo rAni opira.
V' této knize je podian prehled metod Fesicich konkrétni diskrétni modely a hlavni diraz
i ‘W“:Il 3

bérn je jejich efektivnost pii Fedeni dloh z praxe (tedy zejména rozsahlych
Velky ditraz je
jejich klasifikaci

amoziejmé kladen na matematické formulace diskrétnich 1loh a

]"-]llr |,\:-|>I.‘H'

m z praxe matematickymi prostfedky. tedy matematicka formulace pro-

e L g ; g i i
blém. je vidy prvotni. zakladni a v podstaté nealgoritmizovatelnou
blému. Zde nelze vvuz

sti feseni pro-

vipocetni techniku, model je tvaréi éinnosti, pfi které fesitel

abstrahovat od nepodstatnych okolnosti problému, postihnout jadro problému a
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umét ho zapsat v matematické formé ve tvaru matematického modelu. Piitom jakdkoli
chyba v této ¢asti feSenl ulohy muzZe zcela znehodnotit dalsi postup - FeSeni modelu.
Je tedy dulezita prakticka zkugenost fesitele pri vytvafeni modelu, znalost ohdobnyvch
modelt, fedicich stejnon nebo pfibuznou problematiku. Soucasti tohoto textu je také
piehled formulaci modelt a jejich klasifikace, tj. jejich zafazeni do tFid matematicky
podobnych (z hlediska metod feSeni a tvaru matematického popisu) tloh.

Specifickou oblast diskrétnich modelt tvofi modely teorie graffi, u kterych matematic-
k¥m modelem je graf. Protoze v operacnim vyzkumu je nékdy vyhodné pouzit k feeni
téechto modela ekvivalentni formulace ve tvaru tlohy smiseného celoéiselného progra-
movani, jsou v tomto textu obsazeny i tyto formulace se struénym nvedenim ptivodniho

problému teorie grafi.

Jak jiz bylo naznadeno, rozsahlé diskrétni modely jsou ve srovndni s modely linedr-
ntho programovani (az na vijimky) obtizné fesitelné, proto je v textu také sledovina
vypocetni slozitost fedenych tloh a vypocetni sloZitost navrzenveh algoritmii.

ProtoZe obsah textu zasahuje fadu daliich teoretickych disciplin (linearni a nelinedrni
programovani, teorie grafii a siti, teorie vypocetni sloZitosti, ...}, neni zde prostor po-
drobné tyto discipliny vykladat. V textu json ale uzivany pojmy a vvsledky téchto
disciplin, a proto jsou nékteré zdkladni pojmy z téchto oblasti shrnuty ve zvlistnim
dodatku (je to i z divodu zavedeni zdakladnich pojmi a jejich ozna¢eni). V téchto do-
datcich ptijde o pripomenuti zakladnich pojma, proto v zajmu strucnosti bude popis a

klad pojmi spiSe intuitivni, bez matematické stavby a bez dikazi

V' literatufe se objevuje problematika této ucebnice téz pod nazvem diskrétni opti-
malizace, kombinatoricka optimalizace, celoéiselna optimalizace. Rocéné vychazi, jak
se uvadi v hibliografii vydavané univerzitou v Bonnu, zhruba 1000 odbornych stati
s touto tematikou. Clanky jsou pfevaZné éerpany z éasopistt: Mathematical Program-
ming, Mathematical Programming Studies, Operations Research, Operations Research
Letters, Annals of Operations Research, Networks, SIAM Journal of Algebraic and
Discrete Models, Discrete Mathematics, Discrete Applied Mathematics, Annals of Dis-
crete Mathematics, Combinatorica, Journal of the Association for Computing Machi-
nery, Management Science, Operational Research Quarterly, The European Journal of
Operations Research, Naval Research Logistics Quarterly, ITIE Transactions, Trans-
portation Science. Casopis Interfaces obsahuje 1ispéiné aplikace metod operaéniho vy-
zkumu, tedy i nzit{ diskrétnich modelii.

Kniha je spiSe zaméfena na aplikace a uplatnéni v praxi, proto vyklad je bez detailnich
matematickych ditkazid. Hlubsi a rozsahlejsi vyklad lze nalézt v seznamu literatury,

ktery je zde uveden.

Kapitola 2

Uloha celoéiselného programovani

senvm tvarem tlohv Tined i selodi 5
f)hun\ m tvarem ulohy linedrniho celoéiselného programovani je iloha maximalizace
resp. limalizace) linedrni i Z wisle o
(resp. minimalizace} linearni funkee s podminkow. e nezdvisle proménné této funkee
21 o4 [ 8 St v T TERT i i P =
must spitovatl soustavu omezeni ve tvaru soustavy linedrnich roviic resp. linearnich
y ot ke e 47t 9 2 . 2 o :
nerovnosti a nékteré z nich musi spliiovat i podminku celodiselnosti
D] étni timalizars o Fivrd v i :
Hh krétni optimalizace spo&iva v hleddni prvku z diskrétni mnoziny pro ktery funkce
thera je na této mnozing definovand, nabyva maxima (resp. minima)
misenon dilohou linearniho celodiselného programovani (MIP - mixed integer prog;
mming) nazyvame tlohun. v niF exictoii : S \ xe .ege ogra-
f -V mz existuji jak celociselné promeénné Enneé
o ool i 1\]1__](11\'r.olo(.meinrz promeénné, tak proménné, které
Ay podminkou celociselnosti (dale necelodiselné, Spojité proménné)

Pokud v 1oy existuji ji
toze neexistuji spojité promenné i i
: Xistuji s enne, mhuvime o Esté celodiselne 1 pig
integer programming). S =
)

nejson

[;vltl]]ll et . . . .
smiseného lmc-en‘mho Ct.lDClS(:l]’l(:hD programovani (N’IIF) 7‘1})]‘"-1.1}‘(‘11](‘ v
g J| LA PIE 2me ve

tvaru
(AT T D)
(MIP) mq v{er +dy . Az + Dy<baeZl ye R® }
kde 7 Moz ¢
. ./' 1€ mnozina celych nezapornfch &sel
e m 71 2 Y 3 ' ‘
J€ ImoZina nezapornich redlnych ¢isel.
Linedrni funke
mearni funkei cx + dy. kteron maximalizu

f Jeme, nazyviame éelovou funke;. koeficienty

= i ad oznacujeme jako ceny odpovidaiicich promanme oy

B e e jako ceny o Ipovidajicich proménnych, soustavy
THY S b hazyvame omezujicimi podminkami dlohy.

¢ ve vektorech ¢

Ulo]
Ha e zadand parametry -

® ¢ je n-élent veltrre o &1 .
e n-cleny vektor cen celoéiselnych proménnych
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o d je p-flent vektor cen necelotiselnveh proménnyeh.
e A jematice m X mn koeficienttl m omezeni a n celodiselngch promennyeh,
e D je matice m x p kocficientti m omezeni a p necelodiselnyeh promennych a

e b je m-cleny vektor pravych stran.

Parametry tvoii tedy (e, d, A, 1. ). Dale budeme piedpoldadat, Ze viechny parametry
jsou raciondlni, coZ neni pro praxi omezujici. PT préci na pocitaci ani neni Mozno

s iracionalnimi éisly poditat.

MnozZinu

1A

b}

S={zeZ}ye R : Az + Dy

me jako mnozinu pripustnych fedeni, obsahuje body (2. ), které splituji son-

Ar + Dy < b asloiky vekloru @ jsoll nezaporne a celoéiselné,

oznad
stavu omezenl ve tvaru:
slozky y pouze nezaporné.

Poznamka.

V tloze MIP lze omezeni bez fijmy na obecnosti definovat jako rovnice. nebot kazdon
nerovnost pomoci piidatnych proménnych lze prevést na rovuici a naopak rovnici lze

nahradit dvéma neroviostimi.
Poznambka.
[ohu minimalizaéni lze prevest na alohu maximalizacni, nasobime-li ncelovon funkei

cislem -1

Pokud Zadné proménné nejsou vazany podminkon celodiselnosti, dostavame tilohn li-

nedrniho programovani
(LP) max{dy: Dy < by e R}

Pokud v tloze MIP celoéiselné proménné mohou nabfvat pouze dvou hodnot: 0 nebo

1, tlohu nazyvame smisenou bivalentni tlohou

(0—1 MIP) maz{ce+dy: Ar+Dy<breBr.ye Rh}.

kde B = {0.1}.

Clisté celociselnou tlohu oznacime

resp

bz € B"}

Q@ ol e ¥y SRR T R R R

g tlohon 0-1 [P souvisi loha oznacovand jako kombinatoricky optimalizaéni 2
(CP - combinatorial optimizati o g ptimaliza¢ni problém
e combinatorial optimization problem) ve tvaru:

(CP) max{f(P): P C N},

kde N = {1.2 F} Prig _— )

G L1y &y TH jsou jeji podmnoziny a f{P) =3 S -

cen c. y a f( )} = 2.jep € Pro Zadany vektor
Poznamka.

Jlohu M € bg

1 7 vést na lohu 0 MI { =
\ Yok ) a prip -

7 1), Kazd POK nnoz Prij |5.ll}(]l e5¢€ e ome

lociselne o1e : it bina

( Inou promeénnou lze totiz nahradit bindrnim vyjadrenim hodnoty

tomto bindarnim vyjadieni i 1 '

oy . ! rviadieni vystu ak amé binarni )

e Yy ystupuji jako neznémé bindrni proménné
ik e jiného nez bivalentni proménné. '

této proménné. \

crétnich nloh 2 praxe je 5 nej fove
| % loh z praxe je nutné nejprve pfevést tlohu z verbalni formulace
it e r 2 : ace
W e \j model, ktery odpovida popsanym typtun tiloh. Fornmlaci typickyel
axe, které ve T R [ T ) § . e
| i (}h vedou na diskrétni dlohy ( MIP, IP, 0-1 MIP ..} je \'] ina
4 duiic \-I]JI{ T4 \ It"f’lﬂ —_— = | N 3 A .) Je vénovana
a. cchto prikladech bude symbol —

symbol — max oznacovat [ i
3 , acovat lunkei, ktero
A 1

nde AN G 3 rat i
e Z0 é ’
a obdobné budeme oznacovat minimalizac Ce
1 i



Kapitola 3

Formulace uloh celoéiselného
programovani

Problémy. které vedou na tlohu celoéiselného programovani jsou napiiklad ty, u kterych
celodiselnost vypliva z ekonomické podstaty ekonomickich veli¢in, které modeluji. Jde
napfiiklad o tlohy. ve kteryeh proménné predstavuji poéty kusi vyrobka, dili, u kterych
nelze piipustit necelociselné hodnoty. Typickim ptipadem je délici (fezaci) problém.

Druhou skupinou modelit jsou modely s bivalentnimi proménnymi, které modeluji a
kéduji urcita rozhodnnti (proto se také oznacuji anglicky jako decision variables).

3.1  Délici problém

Ulohou Je délit pavodni material (tyce, desky....) na kratsi dily tak, aby toto déleni bylo
co nejvice efektivni, napiiklad, aby se spotfebovalo co nejméné piivodniho materialu
na virobu daného poctn dil.

Priklad.

Material tvofi 2 m dlouhé tyce. Ukolem je vyrobit 390 kust dilq délky 45 em a 173
18 0 ¥ o & o

dild 30 em s minimaln spotfebou materialu.

Nejprve stanovime vhodné fezné plany, tj. rizné zptsoby jak 2 m dlouhou tvé délit na
[ LTI » P . i ; o ; "
dily. Rezné plany oznacime Py, Py, Py, Py, P, jsou uvedeny v tabulce 3.1.

Oznacme o, pocet ks materidlu (2 m tyéi) délenych podle fezného planu P;. Potom

() pzenl ktard - v g - . o e - -
mezent, které zajist uje pozadavek 390 kust dili délky 45 cm, lze zapsat ve tvaru

4Ty + 3wy 4+ 224 + 2, = 300
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o Y inku wé naklady na vybrané At o ”
‘.7 2 pm_]mm'\ . lad) vbrané projekty neprekroéi rozpodet K, sapiena
i dilds em | 4 ve formé omezenl C
ldil30em | 0
}' ytek (cm) | 20 @y + oty o+ Uy 2 LG
Tabulka 3.1: Rezné plany
kde a; json investicni naklady na projekt 7. Celkovy vynos vybranych projekui je da
= e ; Je dan

souctem

a 173 dili délky 30 cm:
1  xy + Calz .ot Cplln,

2uq + 3z + 01y + 6x; = 173. ) . o
zde ¢, je vinos j-tc¢ho projelktu.

. . ; . o i Matematickvim modelem
Iych nezapornyeh éisel, hodnot proménnych z;, fatematickym modelem tlohy je

Obé rovnice cheeme fedit v oboru ce
ic a péti proménnych nemust mit

coi mize ale znamenat, Ze tato soustava dvou rovn
v oblasti celych nezapornych Cisel teseni. Proto je 1épe misto rovnosti v obou omezenich
uFit nerovnosti =, tedy voln&jsich omezeni, !

C1Ly + C2Z2 + ..+ €T, — Mmax
) + gy + .+, <K

Ucelova funkee je
x € B" kde B= {0 1}.

Ty + &y + T3+ g+ Ts,

.. 2 g » Model je zvlastni tim. 7 . :
co? je celkova spotieba materialu. i Je v asl lim, Ze obsaluje pouze jedno omezeni o v redlnseh pii
cienty modelu jsou nezaporné alnyceh pripadech koefi-

Matema ‘7(,‘1\.\/" 1Mo cl je Woha ce ocise ¢ho program wani ve tvar l v lel o { veho A ¢ 'R o &
4 . o i} e Ly 1 Ste ny model hyehe : 1 1
} A hom dostali l)(')]-\n(l Yy in [ S
g s chom I]l()(l(l')\"lli I j
p L ulohu jak \\'hl“i{ nejc IE
: ybrat rjeenne;]si

l{f)l(‘k(] 7 f 7 v 1 % cont ©

z predlozenvel s ot oA S j v b}

tohu™). 7, ! : enveh Pr L‘C]Ill(‘ u, kterd se \'("](](_‘ do kon {‘jll(‘l'll (be Iny. vagé i

) ‘de i je I(Fl]l'\(‘i[' 1_ * § G ; e | any, vagomai, ha
f pacilta Kontemeru [Il()Sl]()h[, ()I)]lf‘I]]

T+ Ty + T3+ Ty + T3 = min
)5 ¢j je cena j-tého predmétu,

4xy + 319+ 223+ 24 = 390 a; hmotnost (resp. objem) j-té .
LI S G2 el SRR L e (resp. objem) j-tého predmétu a = :
bek do k i o predmétu a x; obsahuje rozhod i oda -tv v
% 5 ) > T & . me rar o J LB zhodnuti, zda 7-tv vvr
21y + 33 + Dy + 625 2 17 ; koutejneru vybrat ¢ nevybrat. Odtud také vv ‘_]) " ; ti, zda j-t¥ viro-
5 = batohu” (nebo 0.1 i vbrat. Odtud také vypliva nizev této tlohy "problém
r = 0 x celé. tiloha batohu - anglicky knapsack problem) “ '
Pola o
id byehory = 3.
vehom od kazdého piedmé
T. DF At cdineétu rvbrat i vats; ” .
T; Predstavuje pocet kusii .'1 sho pF mf)hh,\‘\,hl at i vetsi pocet kusi, pak proménnd
Ve n"?-' 5 et kus F-tého predmatn (virobku), ktery vvbereme do k .
32 Uloha batohu ménné Pripade sice ncelova funkee i omezujici Do:hnink'tl maji o ey
1€ x; jsou celoéiselné il s a majl stejny tvar, ale pro
a1 & : selne, tzn. @ € Z7. Te orze 1 . il ok &S R0
] tlohou by 2. Tato verze tilohy batohu se nazjva celodiselnou

wtohn, Mo
L ohu. Model tg i . 25
timalizaci v¢hip, = »h_»ﬁmm druhu dostaneme pfi optimalizaci slozeni portfolia, of
5. JHE sakazek, optimalizaci vybéru i y B B
objemem materigly ptimalizaci vibéru ingotd pro piedehifvaci pec s danym
rislu . e 5 do

- a vinosem. Mame

- je charakterizovany investiénimi naklady

Méjme n projekti, kazd:
likosti 5, z nich? mame &dst projektil financovat a

dané investiéni prostiedky ve ve
realizovat tak, ze vybrané projekty piinesou co nejv

VIToSs 1 Pokud byl
! Yehom pri opti i
s I )t : ey Do : g
teineru, dostali byl ptimalizaci vibérn zbozi bilancovali jak objem tak nosnost k
$ 11 bychom model se dvéma o i = . OS50S KO-

RGN 215 Na omezenit 1 vie 1
. i, : n S .
ZMerné loze batol i. PIi vice omezenich mluvime také

ktera nabyva hodnoty 1. jestlize je vybran j-t¥ i
o : o,
kdy se j-tf projekt realizovat nebude. Pak .

Ozna¢me z; bivalentni promeénnou,
projekt k realizaci, hodnotu 0 v pfipadé,

111.
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3.3 Prirazovaci problém S 1 .
] oia=12,..7

Linearni ]){'if’?t'ﬁ()\'k\ci problém {angl. assignment problem) spodiva v hledani opt imalniho <~ ! {9

ias . o : . xe o : - - . 5 . ' == = 2 n

piitazent prvki jedné mnoziny prvkam druhé mnoziny s WL 36 obé mnoziny Jsou L J

konecéné a obsahuji stejny pocet prvkin Jde o Jedno‘je(llmzun(':m" prifazent d [0.1} P—1.2 r el

priklad.

Mejme 11111)?1\{111(1 t#i firmy Fiu, Fa, Fy atit projekty P, PsaPs Kazda firma je schopna
realizoval pouze jeden projekt, nicméné muze to byt kterykoliv. Kazda firma udava
naklady (cem) na realizaci kazdého projektu, éslo ey, pi'edstavnje naklady firmy F; pfi
realizaci projekiu 5 Ukolem je pridélit firmam projekty Lak. aby celkové naklady na

realizaci véech t§i projektl byly minimalni.

Pi’ii’nzmnu-i problém Ize formulovat 1éZ jako lohu optimélnihio parovani v bipartitnim
skupinami wzlin (v prikladé piitazeni firem k projektiim, uzly prvni skupiny tvori firmy
uzly druhé skupiny projekty a hrany oznacuji dvojice firma - projekt). Péarovéni - ted‘\'
dvojice nzlil (jeden uzel z prvni skupiny, druby uzel z drubé skupiny) se ma navrhnou“L
tak. aby hrany. Kkteré tyto dvojice tvofi, mely v souctu minimalni ocenéni.

grafu. Jde o gral jehoz uzly se déli na dvé skupiny a hrany existuji pouze mezi obéma

Zavedeme bivalentni prmnénné z,; tak, je i = Ly jestlize firmé Fi prifadime projekt
P, a Tij= 0. neni-li firmé Fi projekt p; piitazen. Promeénné Ty tvofi matici 3 x 3.
Protoze jde o jed11()-_']9(111()x1mi'ru’1 pf‘li‘azeni: pak kazdé firmé musi byt piifazen prave
jeden projekt, 1 firmy F; jde © proménné Tiy, Lizs Tids Kkteré urénii. zda této firmé je
piirazen projekt p,, P, mnebo Py prota pravé jedna z téchto prnu\(xmj‘ch musi byt
le. Secteme-li tyto proménné, musi bt soucet

U:z,kopr(1['1.10\"\'= pf‘if‘azovaci problém.

Modifikacl pl"i's‘;unv;u‘llu;» problému je fzkoprofilovy piitazovaci problém {angl hottle
. kY - - ‘-.. - ] A ) ;
neck assignment problem). Pokud v iiloze spocivajiel v optimélnim piitazeni firem a
projektil, bude ¢, predstavoval dobu vistavby projektu P, ktery realizuje firma F;

2 B . 2 <L) e CulLi el L iy

rovna jedné a Zhjvajici st byt rovny 1t
muzeme (za pu‘ul‘lmldmlll. 7e viechny firmy zaénou realizovat pf‘ir]élen\'= projekt sou-

roven jedné:

Easnd) sledovat celkovou dobu

i \ avhy (realizace) viech tif projektil. Ta bude rovna
nejvétsimu &slu ¢, ze viee I ) ) Ak €
jvétsimu Cisin i 2 viech piitazent Fi — F;, tedy pro ktera je x,; = 1.

3
Z:FU =il
i=1

Oznadime-li tuto celkovou dobu realizace T, pak T musi byt rovno nebo vétsi nez ta
¢ij, pro ktera je i = 1. tedy musi platit ¢i;Ti; < T pro zjj = 1, a protoZe
ro 5 = 0 piedstavuje b ] K : T 4
}M i "W piedstavuje tato nerovnost pouze pudmmku 0 < T, lze flzkoprumn\-'{'
piifazovaci problém formulovat jako: '

Obdobné kazdy projekt P, musi byt zadan prave redné firmé. O Sfifazeni jedné z firem
A ) J 3 P Al )

k projektu P rozhoduji sroménné Ty, T2i T3i mezi kterymni musi byt prave jedna
J ) 1j 7 3 b ]

jednotka a zhivajici se musi rovnat nule. Proto soudet musi Lt roven jedné:

T = min

3
Z Tij = 1

i=1

Ugelova funkee je souctem viech nakladid na realizacl viech projoktfl firmarmi, tedy

soudet téch ¢i;, Pro Kkteré je projekt p; piifazen frme Iy (tedy plati Ty = 1). Do ] _ i
tohoto soudtu 1ze phicist ity naklady ¢, PO Kkteré je iy = 0 pokud tyto naklady ] ' ”

nasobime proménnou ij. Proto celkové naklady lze zapsat v souhrnném tvara jako
Sl 22:1 €ijTij- Uvedené néelova funkee se bude minimalizovat. Obecné p{'ﬁ'nzovaci
problém obsahuje n firem a7 projektfl (misto firem & projekti se mohou vys kytnout i
uditelé - piedméty, stavebni stroje - stavby, .--)-

Dosud j ;
d jsme pfifazovali Al 5
jekti frh_”h_“'l /‘f-?-dl\l prvkiim mnoziny firem (prvni mno#ina) prvky mnoZiny pro-
\ a Mnozin: ‘oiice P : - e
Bl ks nozina). Dvojice, které jsme tvorili, obsahovaly prvek prvni mnoziny
2 1 Y ey L . . g ey e
nnoziny. Odpovidajici graf byl bipartitni. Nasledujici pfitazovaci pro-

blém zo

N zZobecnuj

: fiuje tento problém na problé s rovani

e 5 J nt S e e i . o , i s
bipartitn) I 1a problém parovanl v obecném grafu (ktery nemusl byt

jiné objekty: pracovnici - volna mista
Potom matematicky model ma tvar:

M:

n
i
é cijTiy; min
i=1

i=
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Obecny prifazovaci problém

 pouze z jedné mnoZiny, mnozina uzli grafu

Pokud objekty tvofici dvojice jsou prvk
neni tedy rozdélena na dvé mnoZiny uzla, mluvime o optimalnim parovani v obec-
ném grafu. UkaZme tento pfipad pfifazovani na prikladu ustaveni dvojic pracovniki
(pro plnéni urcitych ukold, pro obsazeni kancelafi. Dvojice jsou tvofeny pracov-
niky z mnoziny { £, P» P, }. Aby dloha méla smysl, predpokliadejme, ze m je sudé,
m = 2n, kde n je pocet dvojic, které mame sestavil. Piifazeni pracovnikit P — P;

je ohodnoceno ¢islem c;; > 0. Vysokd hodnota ¢,; oznacuje nevhodné sestavenou

dvojici

Protoze sestavovini dvojic pracovnikit v tomto pfipadé znamena vytvéafeni neoriento-
vanych dvojic pracovniki, pfifazeni P; a P; lze kddovat misto pomoci dvou proménnych
x;; a xy; pouze jednou z nich. Budeme tedy predpokldadat, Ze to je ta, u které je i < 7.
Naj :11}\!1(1 pro dvojici pracovniklt (P;, FPs) definujeme pouze proménnou x5 a tedy
neuvazujeme proménnon ss. Zde také nemajl interpretaci proménné . x
Proménné optimélniho parovani z,; tvofi tedy horni trojithelnikovon matici X (dolni

trojuhelnik a diagonala nejsou v modelu uzity). Omezeni obsahuje podminku, Ze kagdy
1’11‘.1('0\'111’k P j I)]]Ir'l/(l] pravée ]v:hmmn jinému pracovnikovi, tj. mezi proménnymi
m Je prave Jedna jednicka, tedy soucet uvedenych

4‘., xr

j=lgr=ja+

wumm inych je roven |ulm ;

Model optimalniho parovani lze formulovat takto:

Z \ﬁ > i
F=Tt1
i—1 m
Z,ru + X = 1 s SR
i=1 ke=j+1
ri; € {0,1} il m, j=i+1,¢+2 m

Kvadraticky prifazovaci problém.

eme na rozmistovaci tloze, ve které mame

Tento druh pfitazovactho problému si uk
n strojit Sy, Sa, ..., S, rozinistit ve vyrobni hale na n specifikovanych pracovnich ploch,
mist, oznacenych M, M,, ..., M,,. Kazdy stroj lze umistit na libovolné misto. Pracovni
mista maji mezi sebou dané vzdalenosti, dyy je vadédlenost mista My a M. Pfi vyrobé
se na atm]uh zpracovavaji soucastky, polotovary, které se pfe [11,1\111 v bednach na
vozicich. Je dan poéet beden, které se v daném obdobi (den, mésic....) pfepravi mezi
stroji S;. PFifazeni ma byt
obkil (beden) mezi

stroji, ¢;; je pocet beden prepravovanych od stroje S, k
takové, aby celkova vzdalenost, kterou vozik urazi pfi rozvozu vy
stroji, byla minimalni.

19

v ostatnich pfitazovacich problémech, oznadime ., promeénnou, ktera

zda stroj S; prifadime na misto M, (z.. = 1). ProtoZe jde

ktera zajistuji, zdy stroj je pfifazen na néjaké misto a kazdé misto je obsazeno

pravé jednim strojem. Omezeni jsou stejna jako u klasického linearniho prifazovaciho

1.

probl

Ulohy se Iw iwelovou funkei. Celkova vadalenost, kterou pii rozvozu vorik rozvazejici
e rovna souctn viech vzdalenosti rozvozi virobkd mezi v

bedny ura
strojii. Me
asS;jeeyk ilenost obou strojit. Tato vzdalenost ale zavisi na rozmistén stroji
S;aS; racovil mista. Jestlize stroj S; je umistén na pracovni misto UA a stroj .S
na misto M, |

stroji S; a 9,

mi dvojicemi
5; a5 se dopravuje ¢;; beden, celkova vadalenost rozvozd mezi S,

71 strojen

i

tato vzdailenost je rf,,; coZ je v pfipadé =, = 1 a z . Vzdalenost

ze tedy vyviadrit ve tvan

D

k=1 l=]

Pfesun ¢;; heden

d S; k S, predstavuje vzdalenost

Celkova vzdalan : ; 55
vzdalenost, kteron vozik urazi pri presunu vyrobkid mezi viemi stroji je

tuto funke; 1a
Cl Dudeme minmmahzovat

I\"-‘ill_l];.,i].-|‘_-.'- p

Hrazovacl problém lze formulovat takto:

— mn

IHICTIPE

1
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Z.r,-j = I, #0020 aam,
i=1
Z:r,-_, = Y G=12%n

i=1

x; € {0,1}, t=1 2000,y =120

Soucin .z v ucelové funkei je ditvodem, pro¢ se filoha oznacuje jako kvadraticky
pritazovaci problém.

Kromé aplikace spocivajici v rozmisténi strojii v hale, dostaneme obdobny model pfi
fedeni optimdlniho umisténi elektronickych prvki na tisténé desce v elektrotechnice

(placement problem)

3.4  Pokryvaci a délici problém

Méjme koneénou mnozinu M = {1,2, ..., m} a uréity systém podmnozin {A;};_, mno-
ziny M, tj. M, Cc M, j =12, .. n Z téchto podmnoZin vybereme systém pod-
mnoZin uréeny mnoZinou indexd 7, F < {1,2,...,n}.

Systém podmnozin F se nazyva pokryti (set-covering) mnoziny M, jestlize

Ujer M; = M.

Systém F je rozkladem, délenim (set-partitioning) mnoziny M, jestlize je pokrytim a

plati M;NM; =0, i,jeF, i#]

Uloha déleni mnoZiny a pokryvani ma fadu aplikaci. Nejprve ale sestavime matematicky
model. Oznaéme A = {a;;} incidenéni matici, kterd obsahuje informace, zda prvek
i € M je prvkem podmnoZiny M; & nikoli. Je tedy a;; = 1, jestlize ¢ € M; a a;; = 0,
pokud @ ¢ M. Matice A je typu m x n a obsahuje pouze nuly a jednicky a vyplyvéa
z daného systému podmnozin {M;}7_,.

A nyni piejdeme k formulaci tilohy déleni a pokryvani mnoziny M. Tyto tlohy spoéivaji

ve vybéru podmnozin M; do systému F. Pro sestaveni matematického modelu zvolime
bivalentni proménné z; tak, ze z; = 1, je-li mnoZina M, v systému F a z, = 0, pokud

M; neni v systému F. Vektor z = {x1, 29, ..., 7, } pfedstavuje systém F podmnozin M,

ktery je pokrytim mnoZiny M, jestliZe plati Az > 1. Obdobné pokud Ax = 1 pfedsta-
vuje vektor = systém F, ktery je délenim (rozkladem) mnoZiny M. Pokud je A = <1,
pak vektor z predstavuje systém podmnoZin, jeZ nazveme disjunktnim souborem pod-
mnoZin mnoZiny M (v literatufe se nazyva set-packing). Tento systém obsahuje pouze

disjunktni podmnoziny M.
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Viechny tii ilohy 1ze doplnit ucelovou funkei, jestlize v pitvodni tloze jesté ke kazdé
7iné A, piitadime cenu ¢;, pak hodnocenim systému F nazveme soucet 2ieF €

r.. Tato hodnoceni - néelova funkee se optimalizuje ['111111imu1iz;119 ¢l
maximalizuje) a v tomto piipadé jde o optimalni pokryvani mnoziny M, Optinll;'\lui
rozklad mnodiny M., resp. optimalui soubor disjunktnich podmnozin M.

podmno

uelJOIi ¥

Nyni uvedime praktickou ukizkn téchto dloh. Je ddna mnoZina virobnich tkolf
= (U, Us,...0 ), které cheeme dodavatelsky zajistit. Do konkurzu na zajisténi

tachto tkolll se nam piihlasilo n firem Fy, F,, .. F, kaida je schopna plnit uréitou
podmnozinu téchto fikoll. Firma F je schopna zajistit podmnozinu tikoli M;, M,cU
za cenu ¢;. Polozme a;; = 1, jestliZe firma F, ma ve své nabidce vyrobni tkol (7,

v opatném piipadé a; = 0. Mame provést vybér firem tak, aby viechny virobni kolv
byly pokryty a objem prostiedki na zajisténi akolft firmami byl minimalni. v

Proménnd ; = 1. jestlize lirma Fj byla v konkurzu vybrana, v opacném piipadé z; = 0,
Celkovy objem prostedkil, které musime zaplatit firmam, je tedy % 1 GiLs; " tato
W bt el S s L Gk o
funkce se hm.f* T]I]lil]!]r]llz(?\ri‘t_. 5011(,1.11 fiyxy Je roven 1, jestlize firma F} byla vybrana
(2; =1) azaroven tato firma zajisfuje vyrobni tikol U, tj. a;; = 1. Soucet

1Ty + ATy + a5+ A G Ty
je roven jedné, jestliZze prave jedna z vvbranveh frem ma i &fiiia il .
_;e e j ; A 'I(h”,m{ prave ‘IIUIIM z vybranych firem zajistuje vyrobni kol U;, soucet
Je velst nebo roven jedné, jestlize alespon jedna firma zaiistuie v i T
I e ] , j 51, 17¢ .|ln>3)cm jedna firma zajistuje vyrobni tikol U; (mohon
Jisoucasné zajistovat dvé i vice firem). Matematicky model Jje tato formulace:

Z".-f‘.‘ — TN

i]cle 0 1lohu optimal
kol muse] byt zaj
Ziny 1ko] :

: niho (minimalniho) pokryvani muoziny kol U. Pokud by kazdy
kg 15teén privé jednou firmou, pak jde o Glohu optimalniho déleni mno-
U a formulaci:

& e o

26T, »oman

=1

;) Qi1 = ?
:w,-_. = 1, t=1.2,..,m,
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z; € {0,1}, Jr=1,2,....7

Obdobnou formulaci dostaneme pii zajistovani sluzeb pracovnimi etami, zajisténi lio
nek autobusové dopravy prepravei, resp. posadkami autobust. Pokrivaci problém mize
predstavovat i aloha rozmistovaci. Mame rozmistit stanice rychlé pomoci (pozarni sta-
nice, havarijni shizbu, sluzebny policie,. ..} v oblasti, ve které se nachazi m obei (mésta,
vesnice,...), mnoZinu téchto obei oznaéme M — il Do m}. Ukolem Je zidit potiebny
pocet stanic rychlé pomoci tak, aby naklady na jejich provoz byly minimalni a dosa#i-
telnost této sluzby by byla do 10 min. (Jizdy automobilem po st dvajicich komunikacich),

Pro zfizeni téchto stanic bylo vytypovino n lokalit, mnozina uvazovanych lokalit je
oznacena N = {1,2 n}. Kazda lokalita Je spojena s provoznimi naklady uv: Zované
stanice, u lokality j oznacme tyto néklady ¢;. U j-té lokality Ize té uréit na z klade
komunikacni sité dobu dojezdu do viech obei, oznacme a;; = 1, jestlize dojezdova doba

z lokality j do obee ¢ bude mendi nebo rovia 10 minut, v opacném pripadé pokud
dojezdovd doba presihne 10 minut, polozme a,, = 0.

Bivalentni proménna z; bude 1, jestliZe v j-té lokalité bude zlizena stanice rychlé

yomoci, v opaéném piipadé 2, = 0. Viraz Y0 1 agx; pak udava podet stanic rychlé
I 7 i 2 ij Ly b

pomoci, které jsou schopny zajistit sluzbu v i-té obei do 10 minut. Celkové naklady
na vybrané stanice hudon pak 37_ ¢;x,, tato funkee se bude minimalizovat. Uvedeny
problém je tlohou minimalniho pokryvani.

3.5  Uloha optimalniho rozmisténi zafvizeni

Uloha optimdlniho rozmisténi zaiizeni (plant location problem) je podobna rozmisto-
vaci uloze z predchozi kapitoly. Ukaime si tuto tilohu na piikladu rozmisténi skladi
(prodejen, betonirek, lomi. .) pro zasobovani zakazniki-odbératels. Méame mista
potencialniho umisténi skladd M = {1.2,..m}, kazdé misto je spojeno s naklady a

kapacitou, ¢; jsou naklady spojené s i-tym mistem. a; je jeho kapacita, Z uvazovanych

skladii budou zésobovani zakaznici 7 mnodiny N ={1,2...,n}, kaidj zdkaznik ma

pozadavek, b; je pozadavek J-tého zakaznika, 9iy Jsou jednotkové piepravni naklady
z i-tého skladu k j-tému zikaznikovi ( na jednotku zho#i).

Oznaéme hivalentni proménnoy x; rozhodnuti, zda v misté 7 bude ziizen sklad
(z; = 1) nebo nebude (x, = 0). Pak proménné (necelociselné) y,; oznacuji mnozstvi
zboii prepravovaného ze skladu v misté 7 k odbérateli j. Viraz
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uje celkové prepravni niklady, 2 ex; naklady na zifzen (provoz) skladi;
vislé na mnoZstvi piepravy - fixni naklady. Omezeni

je bilanci odbératele 7, na levé strans Je plepravené zhozi k J-tému odbérateli, na
: jeho pozadavek. Viraz vy

pravé stral ) predstavuje celkové odvezend mnoz-
stvi zbozi od i-tého dodavatele. Mohou nastat dva pfipady: z; = 1. sklad je zfizen.

a x; = 0 sklad nebyl zfizen. Pak lze soulirnna vyjadiit kapacitu skladu ve tvary a;a;,

v prvém piipadeé je rovna a,, v druhém Je rovna nule. Omezeni ve tvaru

bilancuje munozstvi zhozi odvezené ze skladu 7 na levé strang a kapacitu skladu 7 na
pravé strand. Matematicky model Glohy rozmisténi skladi Jje nasledujici:

—+ MmN

S Yy = aur;, i=1.9 ,m,
£ Yi

Pokid SARREE - ome B . . .
[ okud se v 161, loze neuvazuji kapacity skladn (tyto kapacity jsou dostateéné vzhle-
9em k novaze olns - i R s S i 0 el o o

™M K povaze zbozi), filoha se naz vi bezkapacitni ilohou rozimisten zdroji (sklady)

a ve form

priklad 5 ( ite - e : |
]‘ lad i b (Unecapacited plant location problem). Nyni v této formulaci nahra-
dime proy. nné
teho skl
tele zaii

¥
-

1 nahradime kapacitu kazdého skladu a, éfslem dostatecne velikim, na-

iy, které predstavuji mnozstvi zho dodané j-tému odbérateli 7 -

1

1 podilem zij = ¥/, ktery predstavuje podil pozadavku j-tého odhéra-

vancho j-tym dodavatelem na celkovém pozadavku j-tého odbératele. Cislo

W= Protos - 1 :
- 2€ Guilii = G..biy.s = ¢ . AT 5 —
MitZeme (... i Ui Fi3 0355 Tabi 25, ozmadcime-lj hij 9i,b,, pak

k formulaci:

L — min




n

Zzil < nx;, ¢=1,2,...m,
=
m
Zzu = il 2kt
=1

>0, z;€{0,1}, i=1,2,..mji=12..,n

“ij

3.6 Uloha s fixnimi naklady

V tlohich optimélniho slozeni vyroby, optimalizace pl
celkové naklady

flohou linedrniho programovéni. Mohou existovat ale nakl
velikosti vyroby, tzv. fixni ndklady.

Méjme vyrobni proces, ve kterém se vyrabéji virobky A a B, jejichz vyr

200 hodin. Na vyrobu 1 tuny virobku A je tieba 2t suroviny S a 1 h aparatury, na
1 tunu vyrobku B 3 t suroviny S a 2
hrubého zisku (bez fixnich naklada), za 1 t virobku B 8 000. Pi virobé virobku Aje
naklady u vyrobku B jsc
odpadnou, pokud se prisluiny vyrobek nevyrabi.

Kromé proménné y; a i (které predstavuji mnozstvi viroblku A resp. B),
bivalentni proménnon @, oznadujiei zda se vyrobek A vyrabi (x; = 1) ¢ nevyrabi
(z, = 0) a obdobné bivalentni proménnou &z pro vyrobek B. Mél

nasledujici implikace:

m >0 = =z =1,
=0 = z, =0,
Y >0 = z3=1,
=0 = 12 =0

Uvedené implikace je nutno zapsat ve formé linearnich omezeni takto:

< 150z,
1/1000x, < 1,
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anu vyroby. jsou v ncelové funkei =
v, kteréd jsou odvozeny od mnozstvi vyrobkil. Matematicky model je -
ady, jejichZ vyse nezdvisi na ]

Abéné mnozstvi
za mésic oznaéme 1y a yo (tun). Vyrobku A nelze z odbytovich diivodit vyrohit vice nez 1
150 tun, virobku B ne vice nez 100 tun. Pii vyrobé se spotiebovavi surovina S, jejiz
kapacita (zésoba) je 450 tun mésicné. Vyroba probiha na aparatufe s mésiéni kapacitou

h aparatury. Za 1 t vyroblku A ziskame 5 000

tieba platit fixni naklady 30 000 (ndjem specialui linky na vyrobu virobku A), fixni
yu 45 000. Tyto naklady nezavisi na mnozstvi vyrobku A & B,

zavedeme

y by platit tedy =
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yy < 1002y,
1/1000z; < ¥
Prvni omezeni zaiistuje tyto implikace:

1 > 0D = I = T

=0 = n= 0.

Druhé omezeni znamen::

=1 = 0<y,
=0 = z,=0

Ostra nerovnost ve tvaru ( < 1 je v modelu nahrazena nerovnosti 1/1000 < y,, protoze
v modelech nelze nzit ostré nerovnosti. Obdobny vyznam maji zbyvajici gme?(\ui

Matematicky model lze formulovat takto:

[ L2 a0 4
oYy + 8y — 30z — dbxry —  max

2y + 3y, <450,
nt+2y <200,
1 < 150z,
1/10002;, < g,
ys < 100z,
1/1000z, <y,
Y1, 12 = 0, zy,xy € {0,1}.

3.7 Ulohy s kontejnery

Rozsitenim 1
Sirenim \lohy
1y batohu je il it bl o
Je tloha oznacovana jako problém prazdnych kontejnert. Ulo-

hou j :
J€ umistit vy
Stit i vyr I AR T P4 7 g
vrobki Vi, Vi, Vi, ..V, v kontejnerech tak, aby vyuZitych kontejnert

bylo ¢q nejn

s 1€né. Kapacita kasdé . B

vych. P"'f’dlmkli(] ‘apacita kazdého kontejneru je K vahovych jednotek a L objemo
; “dpokladejme, 7e ma e Hisvnaic et =y S

ZVoleng fibovo) mame k dispozici m kontejneri (za m muze ptipadné byt

ne :105[-,*[‘.(.“5 w 3 s 3 &
atecné velké ¢islo). Vyrobek V. ma va ; : )

. sl0). Vy na vahu a; a ok ;

kusii tohoto virobku, ’ Ry sethlen Dl

Preprayit -
J
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Oznacme y;; pocet kustt V) umisténych v i-tém kontejneru. Proménnd =z, je bivalentni 8
oznaduje obsazené kontejnery (z; = 1) a prazdné kontejnery (x; = 0). Soucet 3%, o
(z celkového poétu m), které json vyuzity, tutos

predstavuje tedy pocet kontejnert
funkci budeme minimalizovat.

Spoctéme potet kusi daného vyrabku V), umisténych v riznyeh kontejnerech jake S
soudet Y27, 15, tento soudet musi byt roven pozadovanémnu poctu kusit ;. Kromé
této podminky musime zajistit, Ze do kazdého kontejneru bude umisténo jenom takové
mno#stvi virobki, e se nepiekroéi vihovi a objemova kapacita kontejneru. Protoze -
virobek V; vazl a; a v i-tém kontejneru je umisténo iy; téchto kust, pak hmotnost’

obsahu i-tého kontejneru je 320, a;uy. Nosnost tohoto kontejneru je K, pokud je¥

obsazen (x, = 1) a nula, pokud neni obsazen (x, = 0), tedy soulrnné K, Omezenj }

na nosnost i-tého kontejneru formulujeme ve tvaru

n

E iy < K

=1

Obdobné zapigeme omezeni na objemovou kapacitu i-tého kontejnern ve tvaru

Zf{;yu ,(‘: L,}':

=1

Matematicky model filohy prazdnyeh kontejnert je:

"
LJZ‘, — un
i=1
m
Ly,_, = 7 F=rls 0
i=1
n
}_du,w‘, < Kz, t=1,2,...m
j=1
n
Nbyy <0 La i=1,2 m
i=1
vi; €1{0,1,...,7;}, i=1,2.5mm: =120
x; € {0,1}, i=1,2,...,m

Problému optimalizace poctu kontejnerti se tyka i koutejnerovy dopravni problém-%

= . 5 £ . . 5 . Zi x - °
Vezméme si klasicky dopravni problém, ktery spociva v prepravé od m dodavateld
Dy, Ds. ..., D, kn odbérateliim Oy, O,, ..., O,. Kapacita dodavatele D, je a,, pojadm’ek

= v p
odhératele O; je oznacen b,. Utelova funkee piedstavuje dopravni naklady za pouZité

ULOHY TEORIE GRAFU 27

3.8
Kontejnery (vagony. piepravky, vozidla, ...}, kapacita kazdého je V' > 0. Néklady spo-
jené s piepravo jednoho kontejneru od D, k O, oznaéme ¢;;. V souladu s klasickym

rinpr‘lvnim probléniem oznadme r; mnozstvi prepravy od i-tého dodavatele k j-tému

odbérateli. ¢ ezenl

_7e kapacita i-tého dodavatele nebude piekrocena,
B = o,

je Tovnosti mez mnozstvim zbozi dopravenym k j-tému odbérateli a jeho poZzadavkem

b;. Oznaéme y;; pocet kontejnernt potfebnych k prepravé mnozstvi x,;, pfi kapacité

kontejneru V tedy musi platit

ijr

Ty < iV
Matematicky model kontejnerové dopravni lohy mizeme zapsat ve tvaru:
m n

N
i=] 3

3.8 Ulohy teorie grafi

V teorii grafii e
grafii, kte
Movan;

Mstuji dlohy, které maji siroké aplikace v ekonomii. Kromeé metod teorie

Fe Jsou pro tyto dlohy formulovany, lze vvuzit i metody celo¢iselného progra-

My i ) , S o :

}\ _1] pro tyto ulohy nalezneme adekvatni matematické modely ve formé
; 1seného cel ~
Malniho toly
(1lohy obchod
(’)hsalmji celogf
tlo}

l’llOll\' SIT
ociselného programovani. Jde o klasické ilohy: tilohu hledani maxi-

141nfm hledani minimalni kostry grafu, Steinerova stromu, okruzni 1ilohu
niho cestujiciho). alohu listonose . ... Nékteré z uvadénsch modelil ne-

selné nr oy L et 5 y &7 in .
¢ selné proménné. jsou zde uvedeny proto, ze v dalsich modifikacich téchto
3 O mnos

lely dale vyuzity
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3.8.1 Uloha hledani maximalniho toku

Méjme orientovany graf, tj. digrafl G = { V. E }, V je mnozina uzli V = il
a I mnoZina hran (orientovanych). Uzel 1 oznacuje zdroj uzel n misto uréeni toky]
Ostatni uzly pfedstavuji mista, kterymi tok pouze proch Hrana (i,7) € E preds
stavuje produktovod, mpu\ml plynovod, elektrické vedeni, komunikacni vedeni. Tatg
hrana ma uréitou kapacitu ky;, coZ je maximalni mnozstvi produktu, které je mozng
hranou (¢, j) transportovat.

Oznaéme x,; mnozstvi produktu, které se transportuje hranou (7, 7). v souladu s kas
< k;;. Proménné .r,, definujeme pro

pacitou této hrnny musi ziejmeé platit 0 r;

J
viechna 4,j = 1,2, ..., n, ale pokud (i, 7) # E, pak poloZime x;; =0 a ki; = 0. Produkg
je transportovan z u/hl 1 do uzlu n, ostatni uzly 2, 3,..., n-1 jsou 11/]\. ve kteryeh se

produkt ani neshromazduje ani nejsou zdrojem produktu. Proto mnozstvi produktu, 3
které do tohoto uzlu je dopraveno, musi byt rovno mnozstvi produktn, které je z tohoho

uzlu transportovano.

Vezméme si tedy uzel 7, i # 1, i # n, pak mnozstvi produktu trans sportované z tohoto
'y T Mnozstvi prod luktu, které j je dopraveno do uzlu i je 37 ) @ Jak

uzlu je 3
jiz bylo T

no musi platit

- w
zyy =3z pro iFLi#En
3=l
Vyraz
n >
e
PAVRS R s L
J=1 i=1

oznaéuje mnozstvi produktu opoudtéjici uzel 1,

,‘

=1 =1

mno#stvi produktu, které je dopraveno do uzlun. Protoze #adny produkt neni v produk-
tovodech - hranach ani v ostatnich, priibéznych uzlech pfiddavin, ani tam neziistava,
musi byt celkovy produkt, ktery je dopraven do uzlu n, roven mnozstvi produktil

l!lr\\llllc\llZ(T\ at.

ici uzel 1. Toto &slo nazveme hodnotou - velikosti toku grafem a budeme J&
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¢ model tilohy nisaa s A ke gaderile
Matematics _

et

= Nz, = 0 pro R IR O Tt I
.._—4‘1‘ — )

j=1 Sy

0< 1 ] i, g = 1.

Z E, lze z modelu vylouéit bud

Jak ]l/’ bylo uv

), proméuné x,;, pro které (i
explicitné lclm pe ‘Iwu] im z;; =

st i nakladové, oznacime-li ¢;; ndklady spojené s jednotkou toku

(lohu lze forn K
hranou (,7), ornacuie celkovon vvEl toku, kterou cheeme prepravit od uzlu 1 do
nzin n. pak mifize spodivat v minimalizaci celkovych nékladi na tuto prepravu

Ueelovou funkei tvoll soucet nakladtt vznikajicich na jednotlivych hranach ve tvaru

€y, kde ¢ jsou naklady na jednotku a z;, tok hranou (4, j).

Matematicky model ulohy toku s minimalnimi naklady tvofi:

v n
By \.ﬂ\ Cyi g > TN

Podobné bychon

alés S 1 s ” ’ - we s s . o .
erl / malni tok. pro ktery by naklady nepfekrocily dané éislo. Mezi dalsi modi-
fikace tlohy m:

1 postupovali v pfipadé, Ze ndklady jsou pfedepsany a dlohou by bylo

ximalniho toku resp. tokn s minimalnimi naklady patfi:

- uloha. i
mélni mo;

ré kromé kapacity hran jsou zadany i kapacity url oznaéime-li d; maxi-
¢ uzlem 4, pak do uvedenych modeld je tfeba o plnit omezeni:

~d; pro i=12.3,..,n—1,

= Viceprod,
Wpu, drhy

‘¢ tokové dlohy, kdy je tfeba piepravit mezi uzly pl()(lukT\ rizného
)
ak proménna z;; lmcie mit dalsi index, napfiklad z¥ predstavuje tok
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produktu k hranou (i, j). Kapacity na hransgch omezuji celkovy tok hranou, tedy Soudet
viech produktil, Ukazme si formulaci tlohou viceproduktového toku K produkti, kde
je predepsana velikost toku T* produktu & = 1,2, ..., K Ulohon je zajistit !lﬂflnoty
téchto celkovych toktt 7% s minimalnimi ndklady. Matematicky model je ve tvary:

— Mn

nimi naklady je prepravni problém
ddnoproduktové dloze (vicepros
ili alohn nejlevnéjsiho toku na

Dalsi modifikaci pitvodni tlohy o toku s minimal
(transhipment problem). Ukazme tento problém na je
duktovy problém dostaneme obdobné jako jsme rozs
viceproduktovy problém). Na rozdil od alohy nejlevnéjsiho toku kazdy uzel v grafu
mize byt zdrojem (dodavatelem), pribéznim ugzlem. nebo koncovym uzlem {odbéra-

telem).

Ozna¢me éislo a, mnozstvi produktu, které charakterizuje nzel i. Pokud je a; > (N

ava do sité toto mnozstvi, pokud a; = 0 je uzel
0 je uzel odbératelem produktu s pozadavkem
Vsouladu s hoduotou a; musime madifikovats

pak uzel 7 je zdrojem produktn a dod
¢ pribéznym uzlem a v pripadé a,
na dodavku produktu ve velikosti -1
bilanci tokn v kazdém uzlu

Matematicky model prepravniho problému na grafu tvoid model:

mn n
33 ey — min
i=1 j=1
o n
>_.‘l'u '_L‘l::e = & pro 1= i
j=1 i=1
0<uay; <k L,7=12..,n
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Poznamka.

afem byly formulovany pro digraf (orientovant graf). Pokud

Vsechny tlohy o tocich
tok hranou (i.J) miiZe byt obousmérny, pak misto jedné hrany (neorientovane) (¢, 7)

musim v grafu vytvofit dvé orientovang hrany (&, 7) a (7,7) a tim alohy prevedeme na

problém toku n:

igrafu,

3.8.2 Uloha hled4ni minimalni kostry grafu

Dalsi ulohou je tiloha hledani minimalng kostry grafu. Méjme heorientovany graf

G=—1{V E} |\?E-'r_\' je Jw‘}‘f!l!(l\"(’ ohodnoceny, tzn. kazda hrana (i, /) e Je ohodnocena
clady na zfizeni hrany). Uzly 4 mnoziny V.= {1 2 } predstavuji
derymi musi existoval spojent vytvorené z liran resp. z cest. Mezi libo-

éislem c;;
mista, mezi
volnymi dvéma uzly 7, j musi existovat bud hrana (i, j) € E nebo posloupnost hran

ve bvaru (i,4;), (4.4;), ..., (ip_,, J). tedy cesta v grafu . Pokud cheeme zajistit
toto spojeni v grafu ¢ s nepmensimi celkovymg niklady, pak z grafy @ odstranime
nékteré hrany tak, ahy zhivajict hrany zajistily spojeni mezi uzly 4 jejich ocenéni bylo
minimalni. = “
Hledéme tedy mnosi y: S CE ; )
ame Y mnoZinu hran ' < E tak. abyv sons 5 : I minimalni
B V. E' 1 byl souv 9| g . 1 i\ o Soucet 2 jjee ¢i; byl minimélni a
: o L YEsouvisly, . mezi kaZdymi dvéma vreholy z Voexistovala cesta sloZens
Zhran z . Ulg} 5 L ) 7
1z I Uloha spodiva rozhodnuti, zda hrany (7,J) € E vybereme do mnosiny E!

kterd tvofi tzv. minimaln: ke 3. T
@ WOIL tzv. minimalni kostry grafu G. Toto rozhodnuti zakédujeme do bivalentni

Promenné ., _q .. {i.9) e B! - : (2,7) € F'. Opea ]

B y Lpro(i,j) e B, iy =0, pokud (i, j) & |, Opét definujeme tyto
“lINe pro viechny 7 - 9 c (7 7Y nen’ X 57 . )

3 PTO vSechna j =12 . o pokud (¢, j) neni z E. pak poloZime v modely Ty

Kazdy vreno; ev
z V. Protg musj
V¥branych hray.,
\’ZilikI](‘ I\'(u"»“-]]n“.
Smeéfnje

X mi.i.‘-f byt mozno propojit hranami z [ libovolnym vreholem
‘ezet alespon na jedné hrans z ' v hledaném feseni, mnozins [
z'“r."'f]l'Tll“ pro néely matematicks formulace orientaci .Jll‘tlIl tak, Ze
e y na’:]f\mu\':m\" strom {kostra) s kofenem v wly I s orientaci, kters
HO tohoto nzly 1. -

Protos. .
Iotoze , ka

]

1ého 17] v kostie F° avi cné
10 uzlu v kostie E existuje jednoznaéné cesta do uzlu 1, opatiime

toutg

Orle: 1 f4.2

3 Nentaci (14t cesty) viechny hranv lefie: —o sze. X e

URdena orio;; J o/ CSeChlly hrany leZel na této cests. Tim je jednoznaéns
ez Orlentace kostry | BE e Spat it ) oo Z

Tétq Orientaci |, - E7 se stava orientovanym stromem s kofenerm v uzlu 1.
) Je kog 0. ney
J L] -
kofepe ‘

1 .]L budou odpovidat i hodnoty proménnych t;;. ProtoZe vrchol

1V teto orientact) z vicholu 1 zadna hrana proto ry; = 0 pro
pak z ostatnina S r e = AT .

| T Zostatnich uglt z V- { } musi existovat pravé jedna cesta do
TOLO Musi ovicf . DIave iec et i :

I ' HUST existovat pravé jedna hrana vychdzejici z libovolného nzlu

{uzly 1)
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i € V-{1}.Pocet hran vychazejicich z uzlu ¢ je roven 2721 Ty, Proto musi platig

n

Z‘Tu =1, 2=9223  .m

i=1

Nyni potfebujeme zajistit souvislost grafu, tj. aby hrany z B skutecna zajidtovaly
spojeni libovolného vrcholu s kofenem grafu, vrcholem 1. Pro zajigténi souvislosti das
finujeme na E’ ndsledujici alohu toku grafem: viechny vrcholy kromé vreholy 1 json
zdroji produktu o velikosti 1. vrchol 1 je naopak koncovy vrchol. kam viechny toky
viech uzlt sméfuji (viz prepravni problém).

zdrojem velikosti 1, hude bilance toku do tohoto uzlu a toku z tohoto uzlu rovina
tzn

Tok na kazdé hrané (i, J) € E je oznaéen y,;. Protoze kazdy vrchol i € {2.3. .. n }ie

n n

Zyi) = ZU.” =1

i=1 =2

Omezeni ve tvaru

0< Yi; < (’” e l)mzj

zabrani toku hranou (¢,7), ktera nebyla do E’ vybrana, pro kterou je x,;; = 0 a naopak
pokud tok w; > 0, pak hranu (7,7) je nutné do E' zafadit. tj. hodnota z,, musi byl
rovna 1 (tok, ktery vyplyva z n — 1 zdroji o velikosti 1 nemiize byt vétsi nez (n — 1))

Matematicky model ulohy hledani minimalni kostry grafu je nasledujici:

" n
Z Z{‘,_,.r,u —  min
=1 j=1
rTy; = 0 pro 7j=23 .. n.
n
Z.’::U =1 pro i=2,3,.. n,
i=1
n n
Zyu — Zyj, = 1 pro i=223 .. n,
i=1 =2
0<y; <(n = 1)y teli=1.2% .
z; € {0,1} pef =l 200 i

’\‘_"I]f ozn
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38 UL
Uloha hledani minimalniho Steinerova stromu
3.8.3

im ulohy hledani minimélni kostry grafu je 1loha o minimalnim Steinerove
girenint o : 3 ; . ; . : i
Rozsi! Uloha se tvkd fady aplikaci, jde napfiklad o optimalizaci projektu kabelovych

stromil . e e - :
e valeli této kabelové sité. Kromé uzivateli. ktefi tvofi Jjednu skupinu

1'023'“(’!11 ];;::1!);.:/‘1,1';IcI{lmfmi rozvodit vyuZit i uzly, které predstavuji pomocné stanice.
"iln swtf?- t\:w i,tjl;l.:. né stanice neni nutné zahrnout do optimalniho projektu komu-
Vsechny pomoené stanice zahrneme do projektu pouze pokud je to vihodné pro
! veh nakladi.

nikacni site,
minimalizaci celkovyc

Kabelové linky tvori hrany grafu, 11z]_\'_ grafu jsou uZivatelé sité (mnozina S) a pomocné
stanice (mnozina T). Graf G = { SU T | E } je hranova ohodnoceny, ¢;; je ohodnoceni
]ln‘.rm\- (. 7). Celkové naklady, které se minimalizuji, l}'uf’]’ naklady na kabelové spoje
a pouzité pomocné stanice. Pomocné stanice, uzly z T Jsou ohodnoceny naklady na
zizeni téchto stanic. Ocislujeme uzly grafu G tak, %e uzly {L2...p } tvofi mnoZinu

S (uzivatelé sité) a uzly { p+ L.p+2,...,n } tvoii T {pomocné stanice).

Na rozdil od tlohy hledini minimalni kostry grafu zde vybirame jak hrany z mnoziny
E, tak uzly z mnoziny T = { p+1,p+2, ... n }. Hledame tedy graf G'= £S5 1T B }
(S.teinm'fl\' strom), kde T' ¢ T a E’ ¢ E tak, aby souéet ohodnoceni vrcholfi z T a
hran z I’ byl minimalui za piedpokladu, 7e graf G’ bude souvisly, tj. mezi kazdymi
dvéma vrcholy z S musi existovat cesta.

Obdobné jako u tlohy o minimaln{ kostfe grafu, bivalentni proménné x;; budou roz-
hodovat, zda hrana (i, ) € E bude vybrana (pokud =z, = 1) do Steinerova stromu.

O vybéru vreholit bude vypovidat bivalentni proménna fis  fi =1, jestlize vrchol i je
zahrmut do Steinerova stromu. fi = 0 v opaném pripadé. Pokud uzel i zahrneme do
G, je to spojeno s naklady oznacenymi d;. Protoze viechny vecholy zS={1,2 .. p }
musi byt do Steinerova stromu zahrnuty, polozime f; = 1 prot =12, . p

Souvislost vysledného grafu G
tloze o kostie grafu,
za koten grafu G’
Uzel 1 je ko,

zajistime pomoci toku obdobné Jjako v predchazejici
jprve zavedeme v grafu G’ orientaci tak. e uzel 1 prohlasime
a na kazdé hrané zavedeme orientaci vzhledem k tomuto kofeni.
‘ 1covym uzlem toku, uzly 2,3, ..., p jsou zdroje o velikosti 1 Protoze uzel 1 je
koncoviyy, uzlem, musi bt Ty =0proj=1,2 .. n Aby @ byl strom, musi z kazdého
uzly, ke je do G zalirmut., vychdzet pravé jedna hrana, pokud uzel nebyl vybran,

Pak zadns by . . . oI S x
Pak Z4dng hrana. Pocet, hran vychazejicich z uzlu i je 37
Vybrané uzls

‘i, proto 3% i =1 pro
> Pro nevybrané " | z,; = 0. Souhrnné to lze zapsat jako

Cime y,. tok hranou (4, 7). Protoze celkovy tok nemiize byt mensi ne# pocet
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uzlit - 1, pak tok hranou (7, j) musi byt mensi nebo roven (n — 1). Pokud hrana (1,4
nebyla vybrana, musi byt tok nulovy a naopak, pokud je tok kladny, musi byt T =

Toto je obsazeno v nerovnosti

H < . (1 —1)x;

j
Rozdil toku do uzlu i a od uzlu ¢ je u vybrangech uzli roven 1, u ostatnich nzlg nula:

ted ]_\':

n
~N'yu=f; pro i=2,3,.,n

Model hledani minimalniho Steinerova stromu je nésledujici

non n
\/,_‘_Zr',)z',‘l—;—l_’rf,‘,’, —  min
i=1j=1 i=1
zip = D epre J=2,3...n;
SNz, = f; pro i=23,..,n,
j=1

= fi pro i=2,3, .. ,n,

t=p+1,p+2,..,n

3.8.4  Okruzni tlohy

Okruini tlohy fesi problémy tvkajici se rozvozi a svozit materialu, zbo#i, odpadkils
apod. Matematicky model téchto loh je graf G = { V. E } . ve kterém uzly pred‘

stavuji mista, kam se zbozi rozvazi a hrany, které pedstavuji komunikacni sit (silnices
7eleznice).

Nejznaméjsi iilohou tohoto typu je tzv. "tloha obchodniho cestujiciho” (angl. tra-vt.?'
ling salesman problem). V této tloze se hleda uzaviend cesta (cy klus), ktera obsahtjé

J=2 4

- rrORIE CRAFD
k TEORII rh. 35
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e L
Jy graf. V grafu G jsou viechny hrany ohodnoceny, hrana (i, i) je ohod
RNy uzly &5 < v : ozt 1 e -
viechn! predstavuje ndklady (pfip. dobu pfejezdu, kilometrovou

nocena gislem 4t ] 7 115 zln
0 s piejezdem z uzlu ¢ do uzlu
\'Zli;i]vllt"“r 5

rafu G je soucet

Celkové ocenéni uzaviené cesty

néni hran lezicich na této cesto.
vVE
: dani takové uzaviene cesty v grafu, obsahujici viechny nzly pravé jednou
Ukolem Je hledani ; | | |
. sz celkové ohod
a jejiz celkov .

je slozen Z hran z mnozin

- Hledany cyklns (naziva se Hamiltontiv cvklus)
; tak, Ze z;; =1,
=),

10cell Je [|(“1‘\ A
E. Zavedeme tedy bivalentni proménné
i) lezi na hledaném eyklu, v opaéném piipadé je .

jestlize hrana (2

2.....1n }, pak podminku, Ze uzel i leZi na tomto cyklu lze formulovat

Méjme V =

tak. 7e pravé jedna ] z cyklu konéi v uzlu ¢ a pravé jedna hrana z cyklu z uzlu ¢

lze zapsat ve tvaru

T I = 1.

£ =1
Ocenéni tohoto cyklu je soucet ocenéni hran, tedy hran, pro které je x;; = 1. Toto
ocenéni lze zapsat ve tvaru 371 3% ) ey Tuto funkei budeme minimalizovat,

Lze ukazat, ze ma soustava rovnic nezarucuje, Ze jeji fefeni je skuteéné cyklus
(Hamiltontiv) ne napiiklad n=6, =
Toto feseni obsahuje hrany (1, 2), (2

hrany (4, 5), (5, 6), (6, 4),

)y = Toga =

1 = 1laxy - s = Tgq = 1.

) a (3, 1) tvofici eyklus obsahujici uzly 1, 2. 3 a
ré tvoli cyklus pfes uzly 4, 5 a 6 Predstavuje tedy dva

éastecné (parcidlni) cvkly, co? neni fedeni jez hledame.

Je tedy tieba k uv

lenyim omezenim piipojit dalsl omezeni. ktera tyto parcialni cykly
vylouéi, tzv. sn

* podminky. Vezméme si libovolnou podmnozinu uzli

D < |1 re — 2. Smyckové podminky musi vyloudit takové feSeni. ktera by

Dredstavovala ~ol1 o o xrx 1o T . condsic = :
predstavovala Cyklus v mnozing uzli U, tedy tak zvany parcialn clus. Protoze cyklus
v 206 U by real - 177 gl : .

mnoziné U by musel obsahovat |1 | hran, maZeme toto omezeni formulovat jako

Py 1 Ul=1 proviechny U cV, 2<

s
0Cet téchto omezeni i znacny, fadove 2!

Jina f
o ormulace tachto smvekowd P . . ' e
T - o smyckovich podminek pozaduje, aby existovala alespon jedna
aha mezi mnozinoy 1 r . P NS ‘ : - ‘
nno; ‘ amnozinou V - U. Pocet téchto hran je 3

tedy ¢ :
Y SMyckové 10 s |
CXove podminky Ize Zapsat ve tvaru

| proviechny U CV, 2<|U|<n—2
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Také téchto podminek je mnoho, tadove 21V

Jiny typ smyckovich podminek (Tucker) predstavujl nerovnosti ve tvaru

w, — uj +nryg <n—1 (i,jye B, j#Ll

Poget téchto omezeni je roven poctu hran |E obsahuji ale dalsi proménné
w, 1= 1,2,...,n Tyto proménné nejsou vizany ani podminkou nezapornosti, ani celg

¢iselnosti.

Ukagme nejprve ze tyto podminky skutecné vylonéi parcidlni eykly. Vezméme liboval-
nou pedmnozinu uzli U 7 neobsahujici uzel 1. Sedteme-li smyckové podminky pies
hrany, jejichz uzly lezi v U, pak proménné 1 na levé strand se pro parcialni smyék

pies tyto uzly zrusi a dostdvame

n S oz <|Uln-1)

L

icl/gel

neboli

Tato podminka znamena, Ze pocet hran na mno7iné uzli U je mensi nez pocet uzli U
co? znamens, Ze tyto hrany nemohou predstavovat cyklus na mno#iné vzl U (cyklus
by musel obsahovat piesné [U] hran).

Zhyvé jesté ukazat, Ze smyckové podminky splituje kazdé feleni, které piedstavuje
eyklus pres viech n uzli (Hamiltoniv cyklus). Méjme tedy feseni X = {zy}, ktere
predstavuje Hamiltoniv cyklus. Poloime u; = 1, kde ¢ je potadové ¢islo uzlu @ D
cyklu, zaéneme-li uzlem uy jako prvnim. ‘

Jestlize hrana (i, ) leZi na cyklu, tj. z,; = 1, pak uzel j ptimo nasleduje po uzlu i podel

i
cyklu, proto jeli w; =t, pak u; = t + 1. Potom
w —uy +ney =t (t+ +n=n-1,
co7 znamend, ze pro libovolnou hranu (i,j) = Hamiltonova cyklu smyckova podminka
plati (a je splnéna jako rovnice)

Pokud hrana (i, j) nelezi na eyklu (zi5=10), pak plati u; —u; —na; = W — ;. ProtoZe
w; iu; € {1, 2 ..., n}, proto rozdil u, —u; < n— 1 a smyckova podminka je tedy

splnéna.

TEORIE GRAFU 37

38. {LOHY
okt model alohy obchodniho cestujiciho lze formulovat takto:
Matematic.
p " .
SN eEg — min
i=17=
L = 1 pro i=12 n,
=1
N g, = 1opro = 5 (0 S
Y Tij ! J
by tnz; £ o 1 i=12..n, §=23..m ©i#]
i',‘E{” 1} R A
Smyckové podminky u; — uj + N < n — 1 lze zapsat 1éZ ve tvaru
w; + 1+ nlr; — 1) Sy
Pro hodnotu z,, = 1 tato nerovnost predstavuje nerovnost i, +1 < uy, pro T;; = 0 pak
w—(n—1) <y neboli #; — u, < n — 1. Prvni nerovnost ( pro = 1) znamena, Ze

hodnoty u; podél okruhu budou riist alespoii o 1. Druha nerovnost ( pro m;; = 0) urcyje,

#e rozdil nejvyssi a nejnizdi hodnoty ¢isel u, bude nejvige n—1, tedy obé zajidtujl to, Ze
& piipojime dalsi podminku

gisla u; rostou podél okruhn pravé o hodnotu 1. Pokud |
ve tvaru

B=w, <n-1 i=23,..7,

pak u, skutecné budou poradové ¢isla uzld na Hamiltonové cyklu.

T\]t(l formulaci lze snadno rozsiiit na rozvozni alohu (vehicle routing problem). Tato

'%l”l“" plipouiti feseni ve formé vice cykli s tim, Ze kaZdy evklus musi obsahovat uzel,

l‘;lt):]]\ll:i“?“'lﬂlf ‘-'X'r-11<;z§ mist o rcazu\'ozﬁ f'z_do fmel 1). I\"rmn(‘ }'zfjf’l'[]lilll(}'. ie 01{1211}1.\' musi

3 AR chny uzly. je zde jesté kapacitni omezeni na kazdy okruh. Je dano kapa-

((;t;l):;;;]"lf:ll v..n;x_‘1lxsl‘|(‘1-1-1ri n \»' >0a P‘(’if‘du\\‘k‘: o‘cH.fC-mt@l{l 1‘(_1211135t65115;c-11 v uzlvch‘silé‘

e sou('f-.; i E)‘W“(_-;_‘Tpl\ ;itnhu:"? 1’12111 (2£1) I\azily c_:l{}:lill by Pllel s'pluo\"nt podminku,
‘et pozadavkii uzli lezicich na okrihu nepfekroéi kapacitu V vozidla.

Prot”z(’ mod

Bhdel., 1;11(1(:1\:&:\‘.’m»z}’.[]ﬂ-ﬁf nu_lmdelm';’m stejné ju\k'n problém sm’zu zhoii, k(v)nj‘,tru}«:i
Podniki do ml‘;'.lr—";Jllt.nll(r\-?T"]“k()- ulohu s\'()zuv(n'npr{klad svoz m}sk;\ ze ze’znm(lels}i}'ch
= 1‘ea]jzu_:,1 -\W/_l.[\{i.u\, llillj‘:iéll‘l‘l'd je u_zel 15 '/.“t:ll)li‘dfr'lr‘»l\'(’ Pﬂ(l}nky t\'()l‘l‘ f:)st nt.%n uzly). Svoz
dukty, lem s kapacitou V, v kazdém uzlu je tfeba nalozit a, jednotek pro-




































































































































































































